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Рассматриваются особенности и ограничения метода быстрой по­
левой программы расчета звукового поля в слоистом волноводе, свя­
занные с его численной реализацией. Приводятся рекомендации по 
выбору исходпых параметров, обеспечивающих достоверный расчет 
поля.

Идея метода быстрой полевой программы (БГ1П) расчета звукового 
поля в слоистом океане, изложенная в ряде работ советских и американ­
ских авторов [1—4], получила широкое практическое применение. Одна­
ко в имеющейся литературе недостаточно полно освещен вопрос особен­
ностей численной реализации метода БПП. В настоящей работе рас­
сматриваются особенности и ограничения, возникающие при непосредст­
венной численной оценке интегрального представления тюля указанным 
методом. Эти ограничения связаны с усечением интервала интегрирова­
ния, выбором шага дискретизации, использованием дискретного преобра­
зования Фурье (ДПФ) для оценки интеграла.

Как известно, интегральное представление поля точечного источника 
в слоистом волноводе имеет вид [5]

оо

P (r , z )= $ G (z , z B, t ) J t ( l r n d b  (1)
О

где G — функция Грина задачи

L G = 6(z-z0), * е [0 ,Я ], (2)

со следующими, принятыми в акустике океана, граничными условиями:
G(0, 6 ) -0 ,  (3)

[dG(z, z0, \>)!dz+g(\)G{z, z0, | ) ] г.н = 0 , (4)
где

L S H d * + V { z ) - l \  (5)
g(l)  — входной адмитанс дна; (0, z0), (г, z) -  цилиндрические координаты 
источника и приемника соответственно; Я —глубина волновода; |  — 
спектральный параметр, имеющий смысл горизонтального волнового 
числа.

Известно, что основной вклад в поле (1) на достаточно больших рас­
стояниях от источника вносит поле однородных мод. Действительные со­
ставляющие горизонтальных волновых чисел п=  1, М, основпых
энергонесущих мод лежат в интервале ln, AwL а при отсутствии
затухания п=1,М, лежат на этом интервале [5]. Здесь 
/Cmax(min), стщ, Стах — соответственно минимальное и максимальное значе­
ния распределения скорости звука c(z), z^ [0 , °°); со — круговая частота. 
Поэтому минимально допустимый интервал интегрирования [£,, | 2] 
должен включать в себя этот участок.

Усечение интервала интегрирования вызывается не только необходи­
мостью численпой оценки иптеграла (1), по и естественной необходи-
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мостыо ограничивать время счета. Кроме того, при численной оценке с 
помощью ДПФ вызывает определенные трудности выбор шага дискрети­
зации. При расчете поперечной функции Грина (задача (2) —(4)) возни­
кает необходимость приближения реального показателя преломления 
некоторым классом функций, допускающих аналитическое решение зада­
чи. При этом возникает проблема оценки допустимой погрешности пока­
зателя преломления.

В случае, когда полюса функции G лежат на действительной оси £, 
возникает трудность численной оценки интеграла (1), поскольку он су­
ществует только в смысле главного значения, и метод прямоугольников, 
используемый при ДПФ, неприменим. В работах [3, 4] эта трудность об­
ходится смещением пути интегрирования с положительной полуоси £ в 
четвертый квадрант, где функция G уже не имеет особенностей. Такой под­
ход позволяет рассчитывать поле (1) и при отсутствии затухания. Другой 
подход заключается во введении в рассматриваемую математическую мо­
дель реально существующего затухания путем использования положи­
тельных мнимых добавок к показателю преломления в воде и грунте, что 
вызывает смещение полюсов поперечной функции Грипа G, лежащих па 
действительной оси £, несколько выше в первый квадрант (имеются в виду 
полюса, лежащие на положительной полуоси £). При этом величины мни­
мых добавок полюсов пропорциональны их порядковым номерам, совпа­
дающим с номером собственного значения задачи

Lcp=0 (6)
с краевыми условиями (3), (4). Здесь оператор L  определяется выраже­
нием (5). В этом случае подынтегральная функция в (1) на контуре ин­
тегрирования не имеет особенностей, численный метод оценки интеграла 
становится устойчивым, а поперечная функция Грина G «физичпее», так
как учитывает затухание энергии звуковых воли при распространении.

Остановимся подробнее на указанных особенностях численной реали­
зации метода БПП.

Как указывалось выше, коэффициент потерь входит в функцию к (г) 
•следующим образом: k (z )= k0(z) (1+trj(jz) ), где &o(z) = cd/c(z); r|(z)> 0  — 
функция коэффициента потерь, r\ (z )< k0(z). Имеющиеся в литературе све­
дения о затухании низкочастотного звука [7, 8] в интервале частот от 
100 Гц и ниже позволяют получить следующую формулу для задания 
коэффициента потерь в воде:

1,65+26,ЗУ1-15
8,686й0 (z)

где F — частота в кГц. Многочисленные литературные источники реко­
мендуют принимать следующие пределы изменения коэффициента потерь 
в грунте: ц<^[10~3, 3,5*10“3].

Необходимо остановиться на связи между коэффициентом потерь и 
парциальными коэффициентами затухания мод. Исследованию данного 
вопроса посвящен ряд работ (например, [9, 10]). В работе [8] приводится 

• следующая формула связи парциальных коэффициентов затухания мод, 
обусловленных наличием потерь, с мнимыми составляющими собствен­
ных значений задачи (6), (3), (4):

pn=8,686*10_3-Im(£n) [дБ/км], п = 1, 2 , . . . ,
(отметим, что {§„} совпадают с полюсами функции G.

Используя методы теории возмущений [11] для случая слоистого вод- 
'ного слоя, лежащего на однородном жидком полупространстве, можно 
шолучить следующую оценку для а п= 1 ш (|„ ) :
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Re G

Фиг. 1. Поведение поперечной функции Грина G в 
окрестности полюса в зависимости от величины коэф­

фициента потерь: а -  Re С ( |), б -  Im G(£)

Здесь
z e [0 ,tf ] ,
ze(//,oo );

1, ге=[0,Я], 
р2, z e ( tf , оо);

z s [0  ,Н],
г е ( Я , ° ° ) ;

{ |п о } , {ср„} — собственные значения и функции соответственно невозму- 
щепной задачи (6), (3), (4); йю — среднее зпачение k(z),  z<=[0, I I ) в 
водном слое. Метод возмущений позволяет найти оценку величин а„ и 
для произвольного случая слоистого волновода. Для подтверждения спра­
ведливости (7) и (8) была проведена серия машинных экспериментов.

Величина задаваемого описанным образом затухания решающим обра­
зом обуславливает шаг дискретизации Д§ непрерывного параметра £ при 
численной оценке (1), так как характер поведения функции G сущест­
венно зависит от величины вводимого коэффициента потерь. На фиг. 1 
показано поведение составляющих (действительной и мнимой) функции G 
в окрестностях полюса в зависимости от величины коэффициента потерь. 
Кривая 2 отличается от кривой J уменьшением коэффициента потерь 
вдвое. Видно, что с ростом затухания необходимая величина шага дискре­
тизации Л£ может быть выбрана большей. Подробнее об этом сказано 
ниже.

Остановимся на влиянии усечения интервала интегрироваппя в (1). 
Вследствие замены функции / 0 ее асимптотикой по обратным степеням 
аргумента, а также для сокращения времени счета возникает необходи­
мость смещения нижнего предела интегрирования в (1) от нуля до точки 
£= !i, 0 < |i^ /c min и замены верхнего бесконечного предела интегрирова­
ния на конечный £=£2>&тах. После этого интеграл (1) преобразуется к
виду

t(
cos(|r—я/4) £ h d l.
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Оценим ошибки усечения интервала интегрирования

/. =  j  G(z,z0, l ) J 0(%r)%dl (9)
О

И

(Ю)

Ошибка /1 складывается из ошибки вычисления амплитуд однородных 
мод, которым соответствуют полюса функции G, расположенные в полосе 
£e[/cmln, /сmax], ошибки, возникающей вследствие пренебрежения вкладом 
неоднородных мод, полюса которых лежат левее |i .  а также ошибки вы­
числения вклада части сплошного спектра, обусловленного спектральным 
интервалом §<=[(), §t]. Анализ указанных ошибок показывает следующее. 
Соответствующие погрешности уменьшаются с уменьшением ^  и с ро­
стом расстояния г. Однако асимптотика ошибок при росте г различна. Для 
учтенных однородных мод и сплошной части спектра асимптотика ошиб­
ки имеет порядок Для неучтенных неоднородных мод —
О (е~ап‘гг~,,г) , п—М+1, о°. Таким образом, асимптотика суммарной ошибки 
/, имеет порядок 0(r~!/l).

Для оценки интеграла (10) воспользуемся приближением ВКБ [5] 
для поперечной функции Грина G при |> fcmas, заменим функцию Бессе­

л я  ее асимптотикой, а затем многократно проинтегрируем получившееся в 
(10) выражение по частям. При этом получим асимптотический ряд по 
обратным степеням г. Ограничиваясь первым членом ряда, находим

Таким образом, ошибка вследствие усечения верхнего предела интегри­
рования спадает с расстоянием по закону 0(г~3/‘). Следовательно, и сум­
марная ошибка / i+ /2 имеет ту же асимптотику 0(г~ъ). Поэтому должно 
существовать минимально допустимое расстояние /?т ш, начиная с которо­
го максимальная суммарная ошибка усечения интервала интегрирования 
не превосходит заданную. Кроме того, должно существовать максималь­
но допустимое расстояние Дта*, после которого относительная погреш­
ность расчета поля начинает превосходить заданную. Происходит это 
вследствие того, что, как будет показано ниже, асимптотика спада ампли­
туд однородных мод имеет порядок 0(е~ап'гг~',3) ч а асимптотика ошибки 
/ ,+ /2 имеет порядок 0(г~1,г). Более того, в снлу сказанного, начиная с 
некоторого критического расстояния /?1ф> /?тах, должен меняться закон 
спада поля, рассчитанного па усеченном интервале интегрирования, с по­
казательного на степенной.

Справедливость этих положений подтверждают приведенные на фиг. 2 
результаты расчета поля при условии существования одной распростра­
няющейся моды.

Несколько иначе проявится этот эффект при применении в БГ1П де­
формации контура интегрирования, описанном в работах [3, 4]. Анализ 
показывает, что при г>/?кр поле, до этого спадавшее по закону 0(г~ъ), 
начинает экспоненциально расти.

Резюмируя сказанное, можно сделать вывод о том, что при усечении 
интервала интегрирования существует диапазон расстояний r^ [R mini В,илх], 
внутри которого метод БПП «разрешает» расчет поля с погрешностями не 
выше заданных. Кроме того, существует критическое расстояние г=/?кр, 
дальше которого характер спада поля становится принципиально ошибоч­
ным вследствие влияния усечения интервала интегрирования. Рассмотрим 
подробнее процедуру выбора необходимой величины Д£.

(»2* m ax) ^  1г—го1
E’V 3/* -|- О (g-^'-Smax )’А1г- г»1 г-•/«).

( i 22 -  *5»„)v.
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Р,А  б

Фиг. 2. Смена закона спада поля с показательного на оши­
бочный степенной 0(г“ л/;) вследствие ошибок при усечении 

интервала интегрирования. F= 100 Гц

Р.А б

Фиг. 3. Явление «мимикрии частот» при расчетах поля ме­
тодом ВПП для случая существования одной моды в вол­

новоде Пекериса

Р,А Б

Фиг. 4. Проявление периодичности ДПФ-образа при расчете 
поля при одномодовом распространении в волноводе Пекери­
са. Шаг дискретизации Д£ на кривых 2, 2 уменьшен вдвое

(вчетверо) но сравнению с 1

Известно [12], что функция G после устранения неоднозначностей 
является мероморфной функцией комплексного переменного Простые
полюсы функции G расположены в точках п = 1,°°. Исходя из этого, 
согласно теореме Миттаг — Лефлера [13] функция G может быть пред­
ставлена следующим образом:
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(11)L ( t z ^ + t — ' - p n ( i) )+ c p a ) ,
n = i  S  Sn 6"*"6п

где Р п(|) — некоторые полиномы; ср(|) — аналитическая функция, имею­
щая полюсы, быть может, только на бесконечности; А„± — вычеты в 
соответствующих полюсах. В окрестности -Ьгс-го полюса главная часть 
представления (11) имеет вид G (£ )« 4 n+/ ( | —£п). Учитывая, что £п=£по~Ь 
+fa«, получаем для главной части в окрестности п-го полюса (см. фиг. 1):

Как видно из последнего выражения наиболее «круто» функция G 
меняется в окрестности первого полюса, так как обычно имеет место ра­
венство m in |an|= a i .  Поэтому при выборе шага дискретизации необхо-

п
димо ориентироваться на поведение функции G именно в окрестности 
первого полюса. Получим асимптотику поведения мод при г»1 . Подстав­
ляя в (1) представление (11) и интегрируя по стандартному контуру [5], 
получим следующее выражение:

сс

р ( г ,  Z )  =  i n  £ л „ +Я 0(1,(1пг ) | п +  У  ф Ш Я Г ’ ( I r ) % d % .
п = 1  в

Интеграл в последнем выражении рассчитывается но берегам разреза, 
а сумма представляет собой поле нормальных волн. Учитывая асимптоти­
ку функции Ханкеля, имеем для модуля амплитуды п-й моды

I Pn(r) I ~Лп+е-апГг~ъ ( 2 л | „ ) п = 1, 2, . . .  . (12)
При выборе шага дискретизации будем руководствоваться ограниче­
ниями ДПФ. Существует по крайней мере два эффекта, характерных для 
ДПФ и связанных с выбором величины Д§ [14]. Поясним их. Пусть рас­
сматривается периодическая функция непрерывного аргумента / ( | )  с пе­
риодом Т, которой соответствует фурье-образ {ап, Ьп}п=о, где ап — косинус, 
Ъп — синус — составляющие образа. После дискретизации с шагом Д£ 
рассмотрим функцию / ( & ) = / ( М | ) .  Ей соответствует ДПФ-образ {/1„, 
Вп] п=о’где L=T/&%. Справедливы следующие два положения [14].Коэф­
фициенты непрерывного и дискретного фурье-образов связаны соотноше­
нием

Л  к  ( & L m - k ^ ~ Q ' L m + h )  i

m«= 1
<o

Bk =  bh +  X j ( _b t7n-A+btm+ft), —1.
m—i

Коэффициенты ДПФ-образа периодичны с периодом Ak+L==Ak, BhAL—Bk. 
Следствием положения 1 является так называемая «мимикрия частот», 
что вызывает искажение фурье-образа. Условием малости искажений яв­
ляется малость сумм, стоящих в (13), величина которых в общем случае 
падает с уменьшением шага дискретизации Д |. На фиг. 3 представлен 
пример проявления «мимикрии частот» в зависимости от шага дискрети­
зации Д£ (для наглядности кривые разнесены па 10 дБ). Таким образом, 
выбираемая величипа Д | должна обеспечить необходимую малость иска-
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?кений в (13). Кроме того, величина Д£ должна быть достаточно малой 
для выполнения следующего неравенства [14]: Лтах<я/Д£, что обеспечи­
вает расчет поля до дистанции г=/{та& без искажений, связанных со свой­
ством периодичности ДПФ-образа (на фиг. 4 демонстрируется проявление 
периодичности совместно с эффектом «мимикрии частот»). При выборе 
величины Д£ достаточно рассмотреть случай существования только одной 
(первой) моды как наиболее критичной к величине Д£. Как показано 
выше, асимптотика (12) вследствие усечения интервала интегрирования 
должна при г>Дкр сменить показательный закон на степенной 0(г~ъ). 
Пусть необходим расчет поля до дистанций г ^ Л тшх̂ И нр. После дискрети­
зации поле может быть рассчитано только до дистанции Я=л/А£. Оче­
видно, что должно выполняться неравенство Лт0Х̂ Л 1{])̂ Л .  Введем обо­
значение А = Л —i?max. Тогда на поле в точке г—Дтах произойдет наложение
значений ноля в точках гп= (2п— 1)7?+Д и гп'=(2п+1)Л—Д, n = 1, «5.

Положим, что асимптотика спада поля в точках rn, гп\  /?=1, имеет
порядок 0(г~ъ) (это наименее благоприятный случай). Суммируя образо-

со

вавшийся ряд (rn Л+гп/ %), с помощью интегрального признака
71=1

Коши получим следующее выражение для относительной погрешности у 
расчета поля в точке г=Дшах, обусловленной явлением «мимикрии частот»;
Ч=(е-а'(я*р-*тгх)ЛкрЛшх)/Л3/г. Или, учитывая, что Л = л/Ag.a также рас­
сматривая наименее благоприятную ситуацию i?K|>=/?max, получаем сле­
дующую оценку для величины Д£: Дс^я^/Дтах- Полученная оценка яв­
ляется наиболее жесткой, учитывающей наименее благоприятный случай 
суммирования модулей паразитных наложений.

Отметим, что при применении в БПП деформации контура интегриро­
вания, рассмотренной в [3, 4], эффект «мимикрии частот» может оказаться 
очень существенным вследствие существования указанного выше экспонен­
циального роста поля после г=Л |ф вследствие эффектов усечения интер­
вала интегрирования.

Таким образом, выявленные особенности и ограничения метода БГШ,. 
а также приведенные рекомендации но заданию исходных параметров 
позволяют более эффективно использовать БПП при практических расче­
тах, осуществлять автоматизацию задания целого ряда параметров (та­
ких, как Д£, gt, £2) в зависимости от физических параметров волновода., 
частоты и диапазона расстояний re [ i? min, Дтах].
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