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В главном порядке но числу Маха вычислены интенсивности и об­
ратное влияние излучения для помещенных в слабо сжимаемую среду 
распределенных вихрен Абрашкина — Якубовича, представляющих со­
бой вращающиеся области с непостоянно»! в общем случае завихрен­
ностью. определяемой формой области.

Простейшей вихревой структурой с нетривиальной динамикой, для ко­
торой известно аналитическое решение, является пара точечных вихрей на 
плоскости *. Естественно, что изучение именно ее взаимодействия со зву­
ком положило начало [I, 2 ] доведению эвристического рассмотрения 
Лайтхилла [3] акустического излучения вихрей до уровня теории с конт­
ролируемой точностью вычислений [4]. С другой стороны, простота этой 
системы позволяет полностью проследить динамику и получить разбегаипе 
[1 ] или коллапс [о] вихрей в результате обратного влияния излучения. 
Тем не менее помещение сингулярности в сжимаемую среду в этой задаче 
вызывает определенные трудности. Более естественным в этом плане пред­
ставляется рассмотрение распределенных вихревых структур. Классиче­
ским примером здесь является вихрь Кельвина — круговая область посто­
янной завихренности. Инфинитезимальные возмущения, распространяясь 
по его границе [6 ], вызывают при наличии слабой сжимаемости акустиче­
ское излучение, которое исследовалось в работах [7, 8 ]. Излучение моды 
с низшим волновым числом /г=2 , отвечающей инфинитезимальной форме 
вихря Кирхгофа [0], было рассчитапо ранее в работе [9]. В работе [7| 
в результате прямого вычисления в четвертом порядке по числу Маха был 
получен рост амплитуды возмущеппя вихря (акустическая неустойчи­
вость), который исследовался в [8 , 1 0 ] па основе рассмотрения энергети­
ческого баланса в духе расчета обратного влияния излучения, проведенно­
го в [1, 5].

К сожалению, конструкция Кельвина для возмущений круговой обла­
сти постоянной завихренности, за исключением уже упоминавшегося слу­
чая вихря Кирхгофа, не допускает непосредственного нелинейного обоб­
щения (в этом направлении имеются лишь численные результаты [И] ) .  
Наличие дополнительного малого параметра — амплитуды возмущения г — 
усложняет задачу. Особенно это касается обратного влияния излучения, 
так как, очевидно, возможны различные соотношения между в и М (чис­
лом Маха). В частности, в работах [7, 8 ) сшивка решений на грани­
це вихря производится в пеявном предположении г=о(М).  В по­
следнее время, однако, был обнаружен новый класс точных вихревых ре­
шений двумерной гидродинамики, представляющих собой достаточно про 
извольные вращающиеся области завихренности (вообще говоря, не посто­
янной—вихрь Кирхгофа содержится здесь как частный случай) [12]. Эти 
области являются естественным объектом для исследования взаимодейст­
вия вихрей со звуком.

Решение работы [12] для локализованной области завихренности 
строится с помощью состоящего из двух карт отображения плоскости 
вспомогательной комплексной переменной £ на плоскость течения, где вве- 1

1 Здесь и ниже под плоскими задачами, как обычно, имеются в виду и соответ 
ствующие трехмерные системы, однородные по направлению, ортогональному к рас­
сматриваемой плоскости.
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дона комплексная координата z: отображение внутренности единичного 
круга | £ | < 1  на внутренность вихревой области, которое является точным 
решением лагранжевых уравнений движения и имеет вид

Zi=atew +F(Z),

ISI<1, (1)
Vi=i асо£е,ы,

где V — комплексная скорость, и отображение внешней по отношению 
к единичному кругу области | £ | > 1  на область внешнего потенциального 
течения, задаваемое учитывающей условия сшивки с (1 ) параметрической 
зависимостью комплексных координаты и скорости:

Ь=а1еш +Р(Ъ~1),

|SI>1. (2)
Vc=i

Здесь множитель а  задает характерный масштаб вихря, зависимость от £ 
в формулах (1 ), (2 ) без потери общности выбрана линейной (она может 
быть приведена к таковой заменой переменной). Произвольная антиана- 
литическая функция F (ь), определяющая форму вихревой области, огра­
ничена требованием знакоопределенности якобиана преобразования, кото­
рый имеет соответственно вид

а М ^ Ю Г ,
1Ш(

(3)
(4)

В простейшем нетривиальном случае /'’(£) (ясно, что F(0) выбором 
системы координат можно обратить в ноль; случай F = 0 отвечает невозму­
щенному вихрю Кельвина) соответствующее решение является вихрем 
Кирхгофа (см. [ 6 J ): вихревая область представляет собой вращающийся 
эллипс с полуосями а+ р  и а —р в случае вещественных а и J5. Общая фор­
мула, следующая из (1 ),

й(£.С)

дает в этом случае постоянную завихренность Q = 2 co|а | 2/ ( | а | 2—|р|2) . 
Б  случае, когда /'’(£) — моном вида имеем вращающуюся без изме­
нения формы симметричную область гипоциклоидального вида с N+1 вы­
ступами и осесимметричным распределением завихренности. Когда F(£) 
содержит различные степени £, симметрия области нарушается и при вра­
щении она испытывает деформации. В дальнейшем примем, что функция 
F (£) представляется в виде сходящегося степенного ряда, первый неисче­
зающий член которого имеет номер N:

со
F ( l ) = ^ n l n, N >  1 . (6 )

n=N

При исследовании акустического излучения описанных вихревых обла­
стей будем пользоваться физически прозрачным методом работ [1, 5], ко­
торый, как легко понять, отвечает первому порядку метода сращиваемых 
асимптотических разложений [4]. Именно для малых чисел Маха, что от­
вечает малости размера вихревой области по сравнению с длиной волны, 
решение задачи иа малых расстояниях будет совпадать с соответствующим 
несжимаемому случаю, а па больших — будет представлять собой стати­
ческий потенциальный «хвост» плюс зависящую от времени часть, являю­
щуюся решением волнового уравнения. Сшивка последней с переменной 
частью исходного вихревого решения на промежуточных расстояниях оп­
ределяет параметры излучения. При этом «промежуточные» расстояния 
отвечают дальней асимптотике вихря и ближней асимптотике волнового



решения. Первая определяется из формулы (2), где при больших |z| за­
висимость z( t )  можно обратить итеррациями

откуда
l=a~'ze-

Vc— Ve+  Fa=iCl)

*' (1 —a wpjvreiw“'z-(lf+t|+  . . . ) ,

a | 2(z - 1+ (a )"p „e î ' z - (‘v+2,+  . . . ) ,

(7)

(8 )  '
Здесь первый член отвечает точечному вихрю эквивалентной интенсивно­
сти х = ю |а |2 (упоминавшийся выше статический хвост), а второй должен 
сшиваться с волновым решением. Удобно ввести комплексный потенциал,
переменная часть которого равна

<ра =  ш  I a  I2 а Л'рл,е 'Л'“ '  (N  +  1)" z~(N+1> =
ко а  I2 а А'рл-е;(л'“‘-(А'+1)0)

(N +  1) ГЛ'+1 • (9)'

где 0 — полярный угол. Соответственно решение волнового уравнения 
фм—с2Дср=0 ищем, разделяя переменные с учетом зависимости (9) от вре­
мени и угла фв= /(г )е |(ЛГв1”(Л,+1,в>. Для /(г) тогда получаем уравнение Бес­
селя (ср. [1,5]) :

Г  (Р) +Р~7' (Р) +  [ 1 -  (ЛН-1)2р’2] /  (Р) =0, p=N(or/c, (10)

решение которого, выражающееся через функции Ханкеля /Д Й  (р), долж­
но быть сшито с выражением (9). Используя асимптотику функций Хан­
келя при малых р [13]

II 4)N+1 (р)
_  iN\

получаем искомое решение волнового уравнения

л/УЛЧ1о:>л’+ 21 а  |2 а л|Зл- „ (2) (  A w  
(N +  1)! (2c) N +1 J1n+1 { с

В волновой зоне Леа г/с >1 из соответствующей 
Ханкеля [13] имеем

| ei(Ntat-(N+l)0) 

асимптотики функции

л'/!;у Л'+'Ло)^+,/11 a  |s a NPjv i [»«(*—f ) -(Л'+«о-^±»л] 
ф ~  (2c)N+,f* (N +  1 )! r'l* e

(13)

Интенсивность излучения, которое носит 2(Л+1)-польный характер, рав­
на (плотность равна единице в невозмущеином случае):

I -=
I a  |2<‘V+2) I p jV [2

2 .2iVH-3c 2(Ar+l) (14)

и пропорциональна M2iN+l\  если число Маха определено как М=(о\а\/с. 
Результаты (13), (14) при Л=1 совпадают с полученными в работе [9] 
для вихря Кирхгофа, когда эксцентриситет бесконечно мал, что отвечает 
пределу j3|-K), со-^Й/2. Отметим, что главный вклад в излучение вносит 
низшая азимутальная гармоника в (6 ). Учет последующих членов разло­
жения но обратным степеням расстояния в (7) приведет к поправкам сле­
дующего порядка по М в полученном ответе. Из формулы (14) вытекает 
естественный результат: чем выше симметрия вихревой области (в случае, 
когда /'’(£ )— моном), т. е. чем выше Л, тем слабее излучение, что под­
тверждает наблюдение, сделанное в [5] для симметричных конфигураций 
точечных вихрей.

Сток энергии, обеспечиваемый полученным выше излучением, приво­
дит в справедливом при малых М  адиабатическом приближении к медлен­
ному изменению параметров вихря со временем. Для определения закона 
эволюции вихря вычислим его энергию. Опа определяется двумя членами: 
вкладом внутренней области завихренности и внешней области потенци­
ального течения, интегрирование по которым с помощью замены перемен­
ных (1), (2) и соответствующих якобианов (3), (4) сводится к интегри­
рованию по соответственно внутренней и внешней областям но отношению



к единичной окружности в ^-плоскости. Имеем

г с

=  4 [  S da/i (С, 0  7 , (t) F,. (£) +  5 ЛтУв(ё, С) F. (0 v .  (С)] =

Оо оо

1 о
Здесь Л* — обрезание на больших расстояниях, его введение эквивалентно 
ограничению системы окружностью радиуса Л; на ^-плоскости, или, что 
то же самое, окружностью радиуса А = |а |Л ; на z-шюскости с условиями 
попротекания на границе. Ниже понадобится только приращение энергии 
при изменении параметров, которое не зависит от Л. Делая во втором ин­
теграле замену переменной получаем

|«|/Л и
откуда видно, что вклады, содержащие \F'\Z, взаимно уничтожаются, 
а второй член в фигурных скобках дает пуль за счет углового интегриро­
вания. Таким образом,

Следовательно, энергия рассматриваемых вихревых конфигураций имеет 
бесконечное вырождение: вихри, задаваемые различными наборами чи­
сел (J„ (см. ((>)), имеют одинаковую энергию, равную энергии кругового 
вихря радиуса |а | с постоянной завихренностью 2со. Различаются они по 
значениям бесконечного набора других интегралов движения, имеющихся 
в несжимаемом случае, проинтегрированных по площади течения (целых) 
степеней завихренности.

Переходя к изучению обратной реакция излучения, отметим, что при 
учете сжимаемости из указанного бесконечного набора интегралов дви­
жения сохраняющимся остается лишь первый, связанный с сохранением 
I щ ркуляции с ко рос ти:

только за счет изменения аргумента логарифма в полной аналогии с за­
дачей о точечных вихрях. Увеличение |сс| энергетически выгодно и будет 
иметь место при наличии обеспечиваемого излучением стока энергии. 
Закон эволюции параметра а  следует из уравнения баланса энергии 
Е+1= 0 : величина |а |  увеличивается как |а 0| (Н-£/Гл*),/,(*+3); Г*~Л/“2(*+1). 
Увеличение |а | означает монотонное увеличение площади вихря с одно­
временным уменьшением локальной завихренности (см. (5)), так чтобы 
интеграл (18) сохранялся. Параметры рп в рассматриваемом приближении 
остаются неизменными; для определения их эволюции требуется коррект­
ный учет высших порядков теории возмущений по числу Маха. Как по­
казано в работах [5, 8 ], для вихрей достаточно большого размера описан­
ные эффекты будут иметь место и при учете вязкости.

dф {| а  |2 — 2р2 He ( a e W -^ F '  (p<r*«)) - f  р* (F' (per**) |2}], (16)

Благодаря постоянству Г изменение энергии (17) может осуществляться
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Отметим, что полученный результат для эволюции вихря не зависит 
от величины параметров j}„. В частности, в случае вихря Кирхгофа с ин­
финитезимальным эксцентриситетом они отличаются от обсуждаемых в 
[8 . 10] (аналогично для возмущенного модой с пФ2 вихря Кельвина, если 
считать его нелинейной версией приведенное выше симметричное реше­
ние с F{t,) = $N £'v, Л/Т>1, тогда завихренность не постоянна с точностью 
0 ((V ). Наше рассмотрение опирается на полное решение нелинейной 
задачи в несжимаемом случае и проведено в естественном предположении 
М=о($п), тогда как в указанных работах, как уже отмечалось выше, соот­
ношение между малыми параметрами противоположное. Тем не менее их 
относительная величина не фиксируется, что затрудняет систематический 
контроль точности. Поэтому в этом случае для выяснения области приме­
нимости полученных результатов требуются более детальные вычисления.

В заключение выражаю благодарность А. М. Обухову, В. М. Гряныку 
и Ф. В. Должанскому за стимулирующие обсуждения.
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