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ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА ОСЦИЛЛИРУЮЩИМ ДИСКОМ БЕЗ ЭКРАНА 
(ДИСКОМ В АКУСТИЧЕСКИ МЯГКОМ ЭКРАНЕ)

Ш ейдеров  Е . Л .
Получено решение задачи об излучении осциллирующего диска без 

экрана с произвольным распределением колебательной скорости. С ис­
пользованием парных интегральных уравнений решение сведено к ин­
тегральному уравнению Фредгольма 2-го рода на конечном промежутке, 
допускающем эффективное численное решение. Выполнены расчеты для 
осциллирующих поршня и мембраны.

В 1937 г. Л. Я. Гутиыым была решена задача об излучении звука круг­
лым осциллирующим поршнем без экрана [1]. Решение получено путем 
разложения неизвестных (функций в ряды по сферическим (функциям. 
В работе [1] приведены значения коэффициентов рядов, пригодных для 
вычисления при сравнительно небольшом волновом размере излучателя 
и равномерном распределении колебательной скорости. При помощи раз­
ложения но сфероидальным функциям были решены также задачи о на­
правленности одностороннего поршня в экране конечных размеров [2 —5]. 
Имеется обширная литература, посвященная близкой задаче дифракции 
на диске. Применяющиеся здесь методы можно разбить на две группы — 
одна связана с разложением неизвестных полей в ряды по сфероидальным 
функциям, другая — с применением парных интегральных уравнений. Ряд 
задач о дифракции на диске был решен в работе [6 ] с применением раз­
ложений по сфероидальным функциям. Найдены характеристики электро­
магнитного излучения диска при его возбуждении плоской волной, а так­
же электрическим и магнитным диполями. Систематическое изложение 
результатов исследования дифракции на диске этим методом и библиогра­
фия имеются в книгах [7, 8 ], а также в предисловии к справочнику [9]. 
Несмотря на то что программы для вычисления сфероидальных функций 
являются достаточно сложными, метод позволяет выполнять на современ­
ных ЭВМ вычисления дальних дифракционных полей при значениях 
волнового радиуса (ка) равных нескольким сотням. К недостаткам мето­
да можно отнести следующее. Сходимость рядов существенно ухудшается, 
если точки наблюдения и излучения находятся вблизи тела. Вместе с тем 
при определении акустического импеданса излучения необходимо вычис­
лять имеппо ближнее ноле. Трудности возникают также при неравномер­
ном распределении колебательной скорости по поверхности. Это связано 
с необходимостью иереразложепия функций, описывающих колебательную 
скорость, по соответствующим системам сфероидальных функций, что при­
водит к необходимости вычисления сложных интегралов от осциллирую­
щих функций. Кроме того, метод трудно применить для исследования из­
лучения в упругую среду, а также в среду с потерями. В последнем случае 
потребовалось бы вычислять сфероидальные функции от комплексных 
значений.

Другой метод связан с составлением парных интегральных уравнений. 
Такие уравнения использовались в качестве исходных в классических ра­
ботах по излучению из открытого конца волновода [10]. Парные уравне­
ния, возникающие в задачах об излучении и дифракции звука диском, сво­
дятся к интегральному уравнению Фредгольма 2-го рода. Практически без 
усложнений этот метод допускает численное решение для произвольного 
распределения скорости, позволяет вычислить поле на поверхности тела, 
а также в упругой среде и в среде с потерями. Метод хорошо согласуется 
с возможностями ЭВМ и не требует высокой точности промежуточных вы­
числений. Для его применения достаточно иметь лишь стандартные про-
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граммы решения систем линейных алгебраических уравнений. Существует 
ряд работ, где парные интегральные уравнения использовались для реше­
ния задачи дифракции на диске. В работе [И ] приведены парные урав­
нения, отличающиеся от записанных ни Же уравнений (3) тем, что VI—s2 
стоит в знаменателе, а не в числителе. В ней без вывода приведено резуль­
тирующее уравнение 2-го рода с более простым ядром (в виде комбинации 
гиперболических функций), чем выражение (15), но с более сложной пра­
вой частью. Следует отметить, что полученное в работе [11] уравнение 
может быть численно решено только при небольших значениях ка из-за 
экспоненциального роста (типа ехр(2Л*а)) ядра. В работе [12] с приме­
нением методов факторизации и весьма сложных преобразований получе­
на высокочастотная асимптотика решения задачи дифракции на диске. 
В статье [13] рассматривается интегральное уравнение для задачи ди­
фракции на диске, лежащем на границе раздела сред. При помощи парных 
уравнений решена задача о дифракции на круглой трещине в упругой 
среде [14]. Однако нам неизвестны работы, в которых содержалось бы 
аналитическое и численное решение задачи об излучении звука осцил­
лирующим диском при помощи интегральных уравнений. Существующие 
численные результаты относятся почти исключительно к задаче дифрак­
ции (в частности, к вычислению рассеянных полой и поперечников рас­
сеяния), а импедансы излучения, необходимые для расчета излучаемой 
мощности, вычислены лишь для равномерного распределения колебатель­
ной скорости [1, 5].

В связи с тем что указанная задача является одной из наиболее важ­
ных в теории излучения звука, представляет интерес получить решение 
путем применения интегрального уравнения, допускающего эффективное 
решение на ЭВМ в широком диапазоне волнового размера и произвольном 
(осесимметричном) распределении колебательной скорости.

Пусть диск радиуса а расположен в плоскости z = О, на его поверх­
ности задана колебательная скорость v(r)*=v0/(г ), где v0 —  скорость в цент­
ре диска. Для осциллирующего диска в плоскости z = 0 при г>а  в силу 
антисимметрии относительно плоскости z= 0 звуковое давление р должно 
обращаться в нуль. Таким образом, граничные условия имеют вид

=v{r)  при г <  а; р |г=0 =  0 при г > а .  (1)

Заметим, что те же,граничные условия соответствуют диску с задан­
ным распределением скорости, помещенному в акустически мягкий экран. 
Зависимость от времени выбрана в форме ехр(—/о /) , р —плотность среды, 
(о — угловая частота.

Будем искать звуковое давление в верхнем полупространстве (z>0) 
в виде интеграла Фурье — Бесселя, удовлетворяющего уравнению Гельм­
гольца и условию излучения:

со
р (г, z) =  - ^ L  5 Р  (у) J0 (7г) е* ’̂ 7  dy. (2)

о
Множитель p(vjkz Увведен для нормировки, Р(ч) — неизвестная 

функция. Из выражений (1), (2) получим систему парных интегральных 
уравнений. Перейдя к безразмерным переменным 5= /̂А*, и=кг , \\.=ка, 
запишем эту систему в виде

со

 ̂Р  (ks) / 0 (us) Y 1 — s2sds =  f (ujk)\ u<^\x,
о

C O

jj P  (ks) J0 (us) sds =  0, u >  [A.

(3a)

(36)
0

Будем решать уравнения (За), (36) следующим образом.
Умножим левую и правую части уравнения (За) на и/\х2— и2 и про­

интегрируем по и в пределах (0, х). Поскольку в (За) и<р, то и х<р..



Затем умножим левую и правую части (36) на ulllu1— x2 и проинтегри­
руем в пределах (х, оо). В этом уравнении x>\i. Учтем формулы: 
(6.554. 2, 3) справочника [15] и затем продифференцируем второе из 
уравнений по х.

Уравнения (За), (36) примут вид \
О О

Р (ks) sin (xs) Y 1 — s2 ds =  *ф1 (x); x <  ̂p, (4a)
о

где

C O

 ̂P  (ks) sin (zs) 6- ds =  0; x >  p, 
о

/  (ц/AQ и 
у  x 2 — u 2

Левая часть выражения (46) является функцией от которая равна 
нулю при х > ц  и неизвестна при х<\х. Обозначим эту неизвестную функ­
цию через g(x), т. е.

со

Р  (ks) sin (xs) s ds =
о

g  (*); *  <  1ч
0 x р.

(6)

Выражение (6) задает связь между функциями Р  и g в виде интеграла 
Фурье. Обращая это соотношение, получим

о м-
(7>Р  (ks) s =  —  \g (х) sill (xs) dx. 

IC J 0
Подставим выражение (7) в уравнение (4а) и обозначим переменную 

интегрирования в интеграле (7) через у. Получим
м-
I #

у  (у) и  (х, у) dy =  т|>! (х); х >  ц, (8)
О

где

V  (я, у) —  —  [ ^  _ S -  sin (as) sin (г/s) ds,
3X J

(9)
0

ZJ(x, у) является расходящимся интегралом, однако его можно предста­
вить в виде суммы ё-функции и сходящегося интеграла. Для этого приба­
вим и вычтем i к величине VI— s2ls и заметим, что

оо
£ г

б (х — у) =  —  \ sin (xs) sin (ys) ds.
л  j0

В результате получим интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода 
на конечном промежутке с симметричным ядром:

g(-j)— ^g(y)K(x, y)dy =  \p(x); 0 < х < щ (10)
о

с о

ил 1#
К  (а-, у) =  —  \ A  (s) sill (xs) sin (ys) ds;

JT fj
(11)

0

tp(a-)л ____ f  1 (u' k 'l
X

Г /W du = - i \ f ( Y x 2 - 12 A) dS;
oJ  У — W2 J

Л (s) =У'1—s2/(is)—1.

(12)

(13)

O-'8



При Л ($ )« —l/(2 sz), что обеспечивает абсолютную сходимость
интеграла (11). Из вычислительных соображений его целесообразно при­
вести к интегралу в конечных пределах. Это преобразование можно выпол­
нить, переходя к интегрированию на комплексной плоскости s  по петле, 
охватывающей разрез, который проведен из точки ветвления s= 1 до точки 
.5=0 и далее вверх по мнимой оси в направлении s = i° ° .  При этом следует

учесть, что при переходе с одного берега разреза па другой функция 
T l— s2 меняет знак. Опуская промежуточные преобразования, запишем 
результат

где я>, х <  — наибольшее и наименьшее из величин х , у  соответственно. 
Заметим, что подынтегральное выражение нс имеет особенностей 
при 5=0.

При численном решешш интегрального уравнения необходимо много­
кратно вычислять значения ядра в точках х = х п, у = у т. Для упрощения 
расчетов целесообразно представить функцию двух переменных К(х , у) 
через функцию одной переменной следующим образом:

Заметим, что функция F(w)  не зависит от вида правой части урав­
нения (10), т. е. от распределения колебательной скорости. Поэтому она 
является для данной задачи универсальной и может быть табулирована. 
Графики этой функции показаны на фиг. 1.

Интегральное уравнение (10) с ядром (15) определяет решение по­
ставленной задачи. Если это уравнение числеппо решено и вспомогатель­
ная функция g(x) найдена, то звуковое давление па поверхности можно 
определить из выражения (2) при z = 0. Подставим в выражение (2) 
представление (7) и учтем формулу (6.671.7) справочника [15J.

0 5 10 15 ш

Фиг. 1. Вещественная и мнимая части универсальной 
функции F(w) : 1 -  Ке/'^ш), 2 -  Im F(w)

(14)
0

K(x,y)=F(\x-y\)-F(x+y)1
где

о

о

Тогда
v y - w

где gi(x)=g(x)!x.
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Найдем звуковое давление в дальнем поле при kR=kl/rz+z2>i. Учи­
тывая, что Л = ( / / о ( ,)+ / / о <2,) / 2 ,

(2> (У ) V луг
запишем

P(r< z) =
P C V  о

ОО?Л/4
к 2 | /  2 л/’

jj Р  (v) ei(vr+ ̂ v *  г> (/ у а у  +
О

со

+  е'я/4 J Р (у) ei(-vr+ V k—Yl) у  у . 
О

Применим метод стационарной фазы. Стационарная точка в первом из 
интегралов определяется соотношением

"fc=Asin0, где sin Q=r/]rr2+z2=r/H.

Во втором интеграле стационарная точка 'y0=--& sin 00 лежит вне про­
межутка интегрирования. Следовательно, второй интеграл асимптотически 
равен нулю. В результате находим

р {Я, 0) =  ̂ 7̂ —  cos OP  (A Sin 0) e'*R (kR >  1).

Подставив сюда представление (7), найдем

, к*. о, _= * р . J, и & т  > 1). (17,
О

Импеданс излучения на одну сторону диска определим в виде

1 (* с* 2л I»
z s =  +  iXs =  —т  \  \  р (/•) У* (г) ds =  - f -  \  р (г) /* (/-) dr.

^0 •у' . J
(18)

При таком определении Zs излучаемая мощность (в полупространство) 
будет W = v 0~HJ2. Подставив в формулу (18) выражение (16), получим

А3

Воспользовавшись формулой для перемены порядка интегрирования 
в двойном интеграле, получим

2 , =  рс5 — j- J g (т) G  ( г) dx,
^  О

где
X

(19)

5  =  п а 2, G (х) =  jj / ( / х *  -  С2 /А) <*£•

Рассмотрим случай низких частот (р< 1) при равномерном распреде­
лении колебательной скорости, т. е. /(г )= 1 . В выражении (14) при этом 
можно считать я>, #< < 1 . Поэтому

К  (Ху у) ж ------\Г\ — s2 (1 +  isx>)x< ds =  ^  ау.
'" о тсл „ 

о
Правая часть уравнения (10) будет i|j(x )= —ix. Интегральное уравнение 
(10) приобретает вид

1 (* .г г 2 ix г
Я («) —  ~2-]У8 (У) dy —  ~2 ) 8 (У) с1У ----- з^ - \ УS (У) dy =  —  ix. (2 0 )

О о
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Это уравнение может быть решено точно после двукратного дифферен­
цирования по х. Однако проще найти приближенное решение, положив 
g(x)&Ax. Подставив эту функцию в последнее уравнение и пренебрегая 
в мнимой части квадратичными членами, получим

(* * )«  0  * (21)

Распре,целение звукового давления па поверхности определится по 
формуле (16) после интегрирования

p(r) =  Pcv0 { ^ - ^ ) Y ^ W f  ( ( * < ! ) •  (22)

Таким образом, распределение звукового давления на поверхности опи­
сывается функцией Т а2—г2, что удовлетворяет условию Мейкснсра на краю.

В работе [16] приведена низкочастотная асимптотика распределения 
звукового поля по поверхности диска в виде разложения но степеням р, 
основной член которого совпадает с мнимой частью выражения (22). 
Несмотря на то что в мнимой части были удержаны члены вплоть до р \  
вещественная часть, пропорциональная р3, в этой статье вообще опущена. 
Между тем именно вещественная часть необходима для вычисления актив­
ной составляющей импеданса излучения и акустической мощности.

Импеданс излучения вычислим по формуле (19). В этом случае С(х) =  
=х. После интегрирования получим формулы Л. Я. Гутина:

д ‘ =  рс5 W ; X ° =  ~ 9 c S l &  ( f l < 1 ) - (23)

Для вычисления звукового давления в дальнем поле воспользуемся 
формулами (17) и (21) при р<1. Тогда

9„3 pikR
р {R, 0) =  — pcv0 cos 9, (24)

что также совпадает с результатом Л. Я. Гутина.
В качестве примера выполнено численное решение интегрального урав­

нения (10) с ядром (15) для двух распределений скорости: равномерном 
(/(г) =  1) и неравномерном (f(r)=J0(ar/a) при a = 2 /i0 4 ), соответствую­
щем скорости мембраны, закрепленной на краю и колеблющейся на пер­
вой моде колебаний. Интеграл в уравнении (10) заменялся суммой по 
правилу Симпсона, что дало систему уравнений относительно значений 
функции gn в узлах хп= А х ( т — 1):

N

ёп +  ^  amgm K  (хп, ут) Дx =  f (х„), n =  1, 2, . . .  N,
1П=1

Ax=ka/(N—  1) — шаг дискретизации, am= 1/s при т = 1 и m = N , осталь­
ные а,„ равны 2/ з  или 4/3 по правилу Симпсона, N  —  нечетное число (опыт 
решения уравнения (10) с заменой интеграла суммой но правилу пря­
моугольников и правилу Симпсона показал значительное преимущество 
последнего с точки зрения уменьшения порядка системы уравнений). Число 
точек разбиения интервала определялось из условия N==b+2E(QkalAn)y 
где Е  —  целая часть числа, — количество узлов на одну длину волны. 
Таким образом, минимальное число точек при малых ка составляло iV=5 
н постепенно увеличивалось при возрастании ка. Установлено, что доста­
точно взять Q = 1 0  для получения трех верных знаков результата. Перед 
составлением системы уравнений табулировалась функция !‘\w)  и значе­
ния функции К(х. у) в узлах определялись по таблице путем интерполя­
ции. Время счета на ЭВМ ЕС-1060 составляло не более нескольких секунд 
при /са~20 и долей секунды мри ка<5.



д - ja=20

Фиг. 3. Импеданс излучения осциллирующего поршня и пор­
шня в жестком экране: 1 —  Rs!(\ycS) для осциллирующего 
поршня, 2 -  то же для поршня в жестком экране, 3 - 
—Х3/(рcS) для осциллирующего поршня, 4-  то же для пор­

шня в жестком экране

На фиг. 2 показана функция g(x) для излучателя с равномерным рас­
пределением скорости. При малых \х зависимость близка к линейной в 
соответствии с формулой (21). Графики на фиг. 3 дают возможность срав­
нить импедансы излучения осциллирующего поршня и поршня в жестком 
экрана. Последние рассчитывались по известным формулам:

R sl(pcS)= 1 —2 /,(2ka)l(2ка) ; X J ( p c S ) = - S [(2ka)l(ka),

S i — функция Струве.
Результаты расчетов импеданса излучения были сопоставлены с резуль­

татами работы [1], а также статьи [5J в предельном случае при ширине 
экрана равной нулю. Значения, полученные разными способами, с графи­
ческой точностью совпали. Контролем правильности численных результа­
тов является также их совпадение с низкочастотными и высокочастотными 
асимптотиками.
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Фиг. 4. Импеданс излучения осциллирую- Фиг. 5. Относительное
щей мембраны: 1 -  Л ,/(рс$), 2 ----Х 9/ (pcS) звуковое давление на

оси: 1 -  поршень, 2 -  
мембрана

График RJ(pcS) для осциллирующей мембраны (фиг. 4) стремится 
к величине 0,27. Ото соответствует значению, которое можно получить, 
если считать, что при ка> 5 распределения скорости и давления примерно 
совпадают (см. фиг. 7, б), причем p(r)&pcv0f(r). В этом случае

а

ГС i  / п2 (ar/a) г dr =  рcS [ / 02 (а) -|- / х2 (а)|
О

что при а=2,404 дает Я  J(pcS)=J (а) =0,27.
На фиг. 5 показано отношение \plpo\, где р и р0 —  звуковые давления 

на оси осциллирующего диска и диска в жестком экране соответственно. 
Для диска в жестком экране

й = ^ р ^ /(г)< и  (25,-
S

Из формул (17), (25) получим

4
я р 2

Нормирующая величина после наклонной черты в последнем выра­
жении равна 1 для диска с равномерным распределением скорости и 
2У,(а)/а —для осциллирующей мембраны. При р > 5 отношение • \р/р0\ 
быстро стремится к 1. Характеристики направленности /У(О) =  |р(0)/р(О) | 
при р=0,1 и 1 (фиг. 6) почти не отличаются от функции Z>(0) =  cos0. При 
к а >  10 различия, между кривыми для диска в жестком экране и диска 
без экрана заметны лишь вблизи углов близких к 90°.

На фиг. 7 показано распределение звукового давления вдоль радиуса. 
При ка<  1 распределение давления хорошо описывается функцией (22). 
С увеличением р звуковое давление на оси диска с равномерным распре­
делением скорости стремится к давлению в плоской волне. Для осцилли­
рующей мембраны уже при р > 5 распределение давления оказывается 
весьма близким к распределению колебательной скорости (фиг. 7, б).

Заметим, что приведенное решение дает возможность вычислить также 
поле осциллирующего диска радиусом расположенного в кольцевом 
жестком экране с внешним радиусом а. Для этого достаточно принять

1 при г <Cav 
0 при а1<^г<^а.
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Фиг. 6. Характеристики направленности осциллирующего поршня (а) и мембраны 
(б). Числа около кривых указывают значения параметра fi = i a , штриховые линии —

графики функции 20 1 g 12У± (р sin 0 ) /  (р sin 0)1

’ Фиг. 7. Распределение звукового давления Lv=20 lg \p/(pcv0) I на поверхности ос­
циллирующего поршня (а) и мембраны (б). Числа около кривых указывают значе­
ния параметра \к=ка. Штрихпунктирные линии -  графики функции (22) в дБ. Штри­

ховая линия на фиг. 7, б -  график функции 20 lg I70 (ar/a) I

У р а в н е н и е  ( 1 0 )  п р и  э т о м  о с т а н е т с я  б е з  и з м е н е н и й ,  а  п р а в а я  ч а с т ь  п о  
ф о р м у л е  ( 1 2 )  п р и м е т  в и д

ixy

i (х — У х 2, —  {kdy)2,
х <  каг; 
x ^ > k a v

М о ж н о  п о л у ч и т ь  т а к ж е  р е ш е н и е  и  д л я  н е о с е с и м м е т р и ч н о г о  р а с п р е д е ­
л е н и я  с к о р о с т и ,  е с л и  в о с п о л ь з о в а т ь с я  м е т о д о м  р е ш е н и я  п а р н ы х  и н т е г р а л ь ­
н ы х  у р а в н е н и й ,  в к л ю ч а ю щ и х  ф у н к ц и и  Б е с с е л я  с  н е н у л е в ы м  и н д е к с о м , 
и з л о ж е н н ы м  в  с т а т ь е  [ 1 7 ] .
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