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ПРИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ РЕЖИМАХ РАБОТЫ

Б абаев  А .  Э., Л е й к о  А. Г С а в и н  В . Г .

Рассмотрены переходные процессы, возникающие при возбуждении 
электрическим импульсом гидроупругой системы, состоящей из коак­
сиал ьно расположенных оболочек -  внутренней пьезокерамической и на­
ружной металлической, окруженной и заполненной жидкостями.

В ряде областей техники широко используются устройства с активным 
элементом из ньезокерамики, функционирующие на эффекте связанности 
механических и электрических полей. Необходимость защиты от силовых 
воздействий и стабилизации режима работы пьезовибратора приводит 
к необходимости помещать его в тонкостенные предохранительные кон­
тейнеры (обтекатели). Наличие последних искажает излучаемые пьезови­
братором сигналы, что необходимо учитывать при их эксплуатации. Мри 
подаче на пьезовибратор импульсного электрического сигнала установив­
шемуся режиму его работы предшествует стадия, в течение которой элек­
тромеханические поля носят существенно нестационарный характер. Не­
смотря на актуальность исследований переходных процессов для пьезови­
браторов, обусловленную их широким техническим использованием, подоб­
ный класс нестационарных задач электроупругости ранее практически не 
рассматривался. Из имеющихся публикаций по данной тематике отметим 
работы [1—3].

В настоящей статье рассматривается задача о возбуждении нестацио­
нарным электрическим сигналом гидроупругой системы, состоящей из ко- 
аксиалыю расположенных цилиндрических оболочек — внутренней пьезо­
керамической и наружной металлической, окруженной и заполненной жид­
костями. Предполагается, что оболочки являются тонкостенными, и для 
описания их движения оправдано привлечение гиптез Кирхгофа-Лява [4]. 
При исследовании колебаний оболочек рассеивание упругой энергии учи­
тывается в соответствии с реологической моделью Фойгта [5]. Для описа­
ния возмущенного движения жидкостей принимаются соотношения аку­
стического приближения.

С учетом сделанных допущений рассматриваемый переходной процесс 
описывается следующей системой уравнений:

( P W . .  1 dW, R k
----- -г------------г W, =  —
dl2 Я»! dt hx ( p * - p t) i -

<PW2 dW2
~ d F  +  d ^ T

d2cp. _1 
d r z  r  d r  '

+ bW2 =  (P3- P 2) | r=n,-aQ (t) II (t);
h2‘b

(*=4.2. 3),

где Wk — прогиб наружной ( k = i ) или внутренней {к—2) оболочек; Р( и 
Ф« — давление и потенциал акустической среды, окружающей оболочку 
(£=1), заполняющей межоболочечный (i=2) и внутренний ( i= 3) объемы; 
функция Q(t) определяет форму подводимого к пьезокерамической обо­
лочке электрического сигнала; Н (t) — единичная функция Хевисайда; 
а,=с/с*, р,—pf/'Yi, (с„ р, — скорость звука и плотность г-н акустической сре­
ды, 7 * — плотность материала /с-й оболочки); г —радиальная координата;
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t  — время. Постоянные а, о, d, входящие во второе уравнение (1), в случае 
поляризации пьезокерамической оболочки в окружном направлении имеют 
вид

e..Tfi(l-v.) ( R i Y  C ^ J R A *  1 Я, у /  С»ь
а — в й А .  Ы ’ .

(2)
Здесь Еи Vi — модуль Юнга и коэффициент Пуассона металлической обо­
лочки; Си, Сзз, е33, 1̂3, йзз — модули упругости и пьезомодули керамики; 
К, Iik, hk ( /с=1, 2) — добротность, толщина и радиус соответствующей 
оболочки.

При радиальной поляризации оболочки
Д _  g n t lU - V l ) # ! 2

Е  1^2^33^ 2̂ 2.
а b и d находятся заменой в (2) величин Сзз, на Си.

На граничных поверхностях принимаются условия безотрывного кон­
такта:

3ф1 dW t дф2 9Ж,
dr
d(p2
dr

г-B, dt ’ dr 
dW2 d фз 

г-й, dt ’ 5Г

г-л. dt ’

=  " 1 T -  (3)r=m dt
Начальные условия задачи являются однородными. Исходные уравнения 
записаны в безразмерных обозначениях, согласно которым Wh к г отне­

сены к радиусу Их] с—к — у (с —скорость волны сжатия в металлической

оболочке); Р с-к^с2.
Решение ищется с использованием интегрального преобразования 

Лапласа но времени. В пространство изображений общие интегралы вол­
новых уравнений с учетом ограниченности q>3L в начале координат и убы­
вания cpiL на бесконечности выражаются через модифицированные функ­
ции Бесселя первого и второго родов:

ф!1*—лич*) —  e*a'R'K0 о , а ,г),
S

ф 7=Л 2 (s) —  е’аЛК,  0 , а  ,r) +B2L (s)—  е~за--Ч0 (s, а 2г);
S  S

фзL= B 3L(s)— е - а**19(8, а Зг),
S

(4)

где AiL{s)y A2L(s)y B2L(s), B3l (s) — произвольные функции параметра 
преобразования s, которые определяются из граничных условии, индек­
сом L  обозначены соответствующие трансформанты.

Прогибы оболочек Wh связаны с потенциалами ф, зависимостями

1*7 =  1 l — A f  (s) е-°ЛК0 ( S ,  ссЛ) -

-  —  A'-  (s) л К< (s, а  2Я.) -  BtL (s) е— л / ,  (s, а Л )  ] ;
If*

1*7- = #i*fi

^2‘Y2(S2 +  ̂ S+ ^ )  1 У 
Р2

[ P L A S ( s ) e ‘*‘* * 0(s,cc2R l) +

+  B,L (s) (S, _
f i

-  (S) e— A /, (s, * Л )  1----. - Г—  0  (*) •
Т»

(5)
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После подстановки (4), (5) в преобразованные но Лапласу граничные 
условия (3) получим систему четырех уравнений относительно AiL(sf.  
A S (s ) ,B S (e ) ,B S ( s ) :

A t l ( 8 ) F u <l>L ( s ) + B S ( s ) F h[ ,>L ( s )  =  A 2 ' - ( s ) e - * « , < n r V F l ,3>L  ( s ) ,

AtL(s)Fkl(2,L W + B S W F ™  (s) =  —  ( Г М + В М е — - * - * * ™  (s),
s

где ( k = 1, 2)

(0)

Pill)L (s) = a,i8mL{s, a f i t )  +  g„L (s, a tR t) +a,g2lL (s, aiRi) +
Ai

M i

f £ )L (s ) =  -  (*, a  A ) ; F ™  (s)  -  A  * ti* (s, a A ) ;
M l  К  ^

(1)L R <
? и ч ‘ (») =  7 М « ( « . в А ) ;  ^ ‘IL ( s ) = - a 2/ 01L( s , a 2f l l) -  

— ——fuL(s, a2Rx) — cc2f2iL (s, a 2R2) — — Рг/ю1' (s, cc2T?i) ;
Ai llx

Fi3)L (s) = —a-,gtnL (s, a2R,) -  g ,^  (s, a 2fl,) -
X.

Я ,
С̂ гёг! (s, CC2R i)  1 - r— (^gioM^i <X2Ri)  ;

«1

a 2goi'' (s, a2R2) +a2 dgtlL (s, a 2fi2) +  a 2bg2iL(s, a2R2) +

R i f i
+ ^2^ioL(s, cc2/?2) ;

F n L (*) =  - 4 ^ f c / . i b ( * , a A ) ;

Лз2’1, (s) =aJoi''(s, сс2й2) +a2 dftlL(s, a2R2) +
+  a2bf2lL (s, a 2fi2) -  4 ^  p2/ l0L (s, a 2/?2) ;

М .о ь (*. « Л ) ; F T  (s) =  -  ̂  p2/,oL(*, « A ) ;
« Л 2 ft2T2

/-’2,(2,L («)

F22)L ( s ) = - a 3f0lL(s, a2R2) - a 2 dfliL(s,a3R2) -  

-  a3bf2ic (s, a3R2) -  4 ^ -  p3/ 10L (s, a 3# 2) ;
M *

f<tL (s, z) = -4 e~‘l/i (S, Z) ; (S: z) = Л  (S- Z) •.9 Sl
(7)

При непосредственном решении системы (6), (7) формулы, определяю­
щие неизвестные ^ ,L(s), / l2L(s), B,L(s), B3L(s), принимают весьма слож­
ный и громоздкий вид и последующая инверсия выражений, описывающих 
физические характеристики переходного процесса, сопряжена с принци­
пиальными математическими трудностями. В свою очередь для строгого 
учета взаимного влияния отражающих поверхностей в широком диапазо­
не изменения времени переход в пространство оригиналов необходимо' 
произвести точно. В работе предлагается произвести инверсию уравнений
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(6), (7) и определить значения Л,(О, Л2(0,  ®2(0> B$(t) в пространстве 
•оригиналов [6]. В результате задача сводится к решению системы интег­
ральных уравнений Вольтерра первого рода с запаздывающими аргумен­
тами:

■ t

J А  (*)*,»»1) (<—ar) d x  + J Я2 (*)*» (1- х ) d x  =
о о

t

■Здесь

=  j А г [ х - о Д ^ - Д , )  ) F *  ( t - x ) d x ,
U

( I

\  А 2 {х ) Р ™  ( t - x )  d x  +  j В 3 { х ) I ' l l '  ( t — x )  d x  =
О О

t l

=  a \ Q ( x ) d x  +  $  2 ? ,[ а - а 1(Д1- Л ,) ] ^ м  { t - x ) d x -  (Л -1 ,2 ) .
О О

/о, А  2) =------ Г  [ 1 - я  (г-2 2 ) ];

«Ур-О-т )

(8)

[ 1 - Я ( * - 2 г ) ] ;

X [ 1-Я (<-2z) ] г + —Я (f-2z);
J 2

/,„(£. z) = Л  arccosf 1 — — ) [1— Я(£—2z) ] +Я(«—2z);
Я  '  Z '

^ н ( < , 2 ) = = ] / (  1 - 1 - Л )  - 1 ;  g ' i o ( / , z ) = = l n ( l  +  A - +  ] / ( l + - y )  - l ) ;

й . а * )  =  - | - [ ( 1  + 4 ) У ( 1  +  - 7 )  _ 1 “

- ь ( 1 + 4 + у ( 1 + 4 )  - i ) ] -  (9)

Соотношения (9), (10) получепы с помощью теоремы о свертке функ­
ций и табличных формул обращения [7]. Интегральные уравпепия реша­
лись численно. Времеппой интервал разбивался на отрезки и па каждом 
шаге по t  применялась приближенная схема интегрирования (метод 
квадратурных формул). Отметим, что искомые функции под интегралами 
в правых частях уравнений (9) имеют запаздывающий аргумент. При этом 
удовлетворение граничным условиям на поверхностях каждой из оболо­
чек при дискретном вычислении искомых величин осуществляется неза­
висимо. В начальной стадии переходного процесса, когда t< a2(Rx—R2) 
(a2(Ri—R2) — время, за которое возмущение в акустической среде прохо-

1 +
g < n ( t , z )  =

У( 1 + ) -
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дит расстояние между оболочками), из вторых двух уравнений ( к= 1,2) 
системы (8) находятся значения AAD, BAD- На этом этапе нервыо два 
уравнения системы (8) имеют однородное решение. В дальнейшем при 
t> a2(Bi—В 2) найденные величины Л2(0  со сдвигом во времени присут­
ствуют в правых частях уравнений, из которых определяются неизвест­
ные Л ,(£), B ^ t ) .  Аналогично вычисленные из первых двух уравнений 
(£=1,2)  значения BAD  используются при решении системы относитель­
но A-ADi BAD  на более поздних временных интервалах. Такая рекуррент­
ная процедура имеет место во всем рассматриваемом диапазоне измене­
ния t .

После вычисления значений Л,(О, Л2(0» B2(D i B3(D сравнительно 
легко могут быть найдены физические характеристики рассматриваемого 
переходного процесса, как например гидродинамическое давление в аку­
стических средах, прогибы и усилия в оболочках, колебательные скорости, 
ток смещения в пьезокерамике и т. д.

Так, производя инверсию функций P f  с учетом (4), получим расчет­
ные формулы для давления во внешней среде и межоболочечном прост­
ранстве:

*

p t(t,r)=- Р, \ A l[x-al(r-Rl)]g0(t-x,air)dx;
О

Рг (t, г) = - р 2 j Аг[ х - а ,  ( r - R 2) ] g0 ( t - x ,  агг) dx -

-  J s 2[ z - a 2( f l i - r ) ] /0(*-a;, a 2r) dx.

В формулах (10) приняты следующие обозначения:

/.(* , 2) = -------- 1 [ 1 - Я  (it - 2 z ) ];

" i M 1 — т )

£ Г о (М ) =
1

■У(‘Ч) -*

( io>

Аналогично находятся прогибы оболочек W A D , WAD  и возникающие 
в них тангенциальные усилия NAD, N2{t). Расчеты выполнены для поля­
ризованной в окружном направлении пьезокерамической оболочки из ма­
териала ЦТБС-3 и наружной металлической оболочки из титанового спла­
ва ВТ-6. Внешнее пространство и межоболочочный объем заполнены во­
дой; во внутреннем объеме пьезокерамической оболочки — вакуум. Под­
водимый к пьезокерамической оболочке электрический сигнал задавался 
в виде синусоидального импульса конечной длительности ((?(/) =  
—sin со/[1 - H ( t - T ) ] ) .

Из приведенных графиков видно, что при возбуждении рассматривае­
мой гидроэлектроунругой системы гармоническим сигналом с частотами 
cd= 1 и 1,45 (резонансные частоты внешней металлической и внутренней

пьезокерамической ( =  0,5 ) оболочек в вакууме)
* /«I '

амплитуды воли

давления, излучаемых но внешнюю среду, остаются почти неизменными 
(фиг. 1 ,3). Наряду с этим уровень механических усилий в пьезокерами­
ческой оболочке существенно зависит от ее габаритов и частоты подводи­
мого электрического сигнала (фиг. 2,4).  Отметим, что при некоторых ре­
жимах работы пьезокерамический вибратор в момент окончания действия 
электрического импульса может испытывать растягивающие усилия, зна­
чительно превышающие уровень усилий в стадии установившихся коле-
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Фиг. 2
Фиг 1 Зависимость от времени акустического давления Р , па внешней поверхности 
металлической оболочки при ы=1 дли различных значений длительности электриче­
ского импульса: 2 -  Г=29,84; 2 - Г - 3 1 , 42 (Я,/Л,=50; Л2/Л2= 25; /?2//*i=0,3; >.,=

=  10 000; Ь = Ю )
ф,,г. 2. Зависимость от времени усилий Л'2 в пьезокерамической оболочке при с> =  1 
пля различных значений длительности электрического импульса: 2 -  Т =29,84; 2 -  

Г—31,42 (Я,/Лi=50; /22/^2=25; Я2/Я,=0,3; >., =  10 000; Х2—10)

Фиг. 2. Зависимость от времени акустического давления Р, на внешней поверхности 
металлической оболочки при Г—31,42 для различных значений частоты: 2 — о>=1;

— СО— 1,4 (/?,//*,=50; л 2//г2= 25; Я2/Я,=0,5; Л,,=10000; Я2=Ю)
Фиг. 4. Зависимость от времени усилий Лг2 в пьезокерамической оболочке при Т= 
=31,42 для различных значений частоты: 2-<о=1;  2 -  <о=1,4 (/fi/Aie 50; R2jh2= 25;

2?2/Л 1—0,5; Л, =  10 000; Я2=10)

баний. Так, на фнг. 2 для графика, показанного кривой 1, отмеченное пре­
вышение установившегося уровня амплитуды N2(t) достигает 50%. Не­
большое изменение длительности (~2%) электрического сигнала позво­
ляет сгладить всплеск значений функции N2{t) (кривая 2 на фиг. 2).
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