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В приближении геометрической акустики рассматривается доплеров­
ский сдвиг частоты звуковых колебаний, воспринимаемых приемником, 
находящимся в неоднородной движущейся среде. Показало, что при 
движении среды относительно наблюдателя обнаруживается попереч­
ный эффект Доплера.

Известно, что эффект Доплера в акустике имеет принципиальные 
отличия от аналогичного явления для электромагнитных воли [1, 2]. 
Причиной этих отличий является существование в акустике абсолютной 
системы отсчета, связанной со средой распространения звуковых воли,
относительно которой можно в отдельности рассматривать движение 
источника и приемника звука. При этом в акустике для случая неподвиж­
ного приемника и случая неподвижного источника получаются различные 
формулы для эффекта Доплера [1—6].

Движение реальных сред, в которых могут распространяться звуко­
вые волны, очень часто ие является однородным. Например, в атмосфере 
скорость ветра зависит как от пространственных координат, так и от 
времени. В этом случае не существует системы координат, неподвижной 
относительно всей области среды, влияющей на распространение звука. 
Возможна также ситуация, когда источник и приемник звука полностью 
увлекаются средой при ее движении и, следовательно, по отношению к
ней являются неподвижными, и тем не менее вследствие их относитель­
ного движения наблюдается эффект Доплера. Поэтому представляет 
интерес рассмотреть эффект Доплера для случая распространения звука 
в неоднородной движущейся среде. При этом удобнее использовать систе­
му координат, связанную с приемником, и таким образом считать его 
неподвижным.

Рассмотрим точечный источник звука, который движется относитель­
но приемника с постоянной дозвуковой скоростью v. Пусть он излучает 
гармонические колебания, длина волны которых мала по сравнению с 
характерными размерами неоднородностей среды, а их текущая фаза в 
движущейся системе координат К \  связанной с ним, описывается функ­
цией от времени Фи(£')=сои̂ +Фо. Положение источника звука в не­
подвижной системе координат К , центр которой совмещен с приемником, 
будем характеризовать переменным радиусом-вектором R(£).

Воспользуемся условием равенства фаз одной и той же волны в си­
стемах координат К  и К'  [2, с. 652]:

где г, t и г', t ' — координаты и время одного и того же события в систе­
мах К  и К' соответственно, связанные в акустике между собой формула­
ми преобразования Галилея. Очевидно, что волновое возмущение с неко­
торым значением фазы, образовавшееся в момент времени £„' в точке 
излучения звука, по причине конечности скорости его распространения 
достигнет точки г' за интервал времени т '= £ '—tur¥=0. Поэтому Ф '(г\ t') =  
=Ф и(£'—т') и, следовательно, используя выражение для Ф„(£'), можно 
записать

ф(г, г)= Ф '(г ', о , ( 1)

Ф'(г', *')=Фи(*')— И0т'. (2)

598



В то же время при преобразовании Галилея t=t'  и т'=-т, где 
Вследствие этого из (1) и (2) следует:

Ф(г, 0 =Фи(0 “ <о„т (3)
Обозначим через ^ [R ^ ,,)*  г] эйконал звука, распространяющегося от 

точки излучения R (£„)=R (/—т) к точке г. В приближении геометриче­
ской акустики T=W[R(t„), т)/с0 и, следовательно, (3) преобразуется к 
виду

ф(г, 0 = Ф н ( 0 - * Л '[ К ( О ,  Г], (4)
где kM=(oJc0l с0= с (0), с —скорость звука в среде.

Частоту звуковых колебаний, регистрируемых приемником, оиреде1 
лим из соотношения

/п = (2л )"1ЗФ(0, t)/dt. (5)
Условия применимости (5) рассмотрены в [6] и в данной работе учтены
при постановке задачи.

Подставляя (4) в (5) и полагая г=0, получим:

/n = /„ { l-c 0- w  [R (U , 0\!dt)y (6)
где /и=о)„/(2л) — частота звуковых колебаний в системе координат К .

Формула (6) содержит производную сложной функции дЧ? (ta)/dt= 
= (дх¥  (tK)/dta)/(dl/dt„). Используя равенство г=ги+т=£„+Ч; [R(£„), 0 ]/с0 
для вычисления dt/dtiiy имеем

< m O /^ = 4 V ( l+ 4 4 /c 0), (7)
где индекс t обозначает дифференцирование по переменной ta.

В результате после подстановки (7) в (6) получаем
/п=/и/ ( 1+ЧУ с0). (8)

Значение эйконала, входящего в (8), в акустике неоднородной дви­
жущейся среды описывается выражением [7]:

¥ [К («И), 0 ] =  ^ (г (г) cos 11 (г) | dr |, (9)
Ь[Н(̂ И), о]

где интегрирование проводится вдоль лучевой траектории L[R(£U), 0] 
распространения звука из точки R(£„) в точку 0, p,(r)=c0/[c(r)+V (r)* 
•n(r)] — показатель преломления среды для звуковых волн, V —скорость 
движения среды, т) — угол между нормалью к фазовому фронту волны 
п и единичным вектором е, направленным по касательной к лучу.

Преобразуем (9) к виду, удобному для дифференцирования по пере­
менной ta- Пусть s — переменная длина дуги вдоль луча от 0 до текущей 
точки г, a S(la) — длина всего луча от 0 до R(ta). При наличии попереч­
ной к e(R) составляющей скорости v каждому моменту времени tn соот­
ветствует новая лучевая траектория отличающаяся от предыдущей
не только по ее длине $(£„)> но и по координатам (х , г/, z) ее точек с 
фиксированными значениями переменной s. Фактически это означает 
поворот траектории луча во времени относительно 0. Поэтому для точек 
на L[R(£„), 0] приходим к двухпараметрическому представлению 
r(s, ta) =  {x(st £„), j/(s, /„), z(s, tn) ; 0<6,^5 (i„ )} , и, следовательно, (9) 
можно преобразовать к виду [8, с. 188—218]

s««>

xT[R(^u) ,0 ] =  J  p[r(M n)]cosr|[r(s,£H)]ds. (10)
о

Рассмотрим подынтегральную функцию в (10). Фазовая и групповая 
скорости звука в системе координат К  равны соответственно и ф=(г-Ь 
+Vn)n и Ur=cn+V , где V j U r=e [6]. Не трудпо заметить, что cosr)= 
=£/ф/£/г (см. фиг.). Таким образом, \х cos ц=с0/ и г.
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Вычисляя из (10) величину 'F, и подставляя ее в (8), с учетом по­
следнего равенства получим

/п=/и/ [ 1+S JUT(R)  + / ] ,  (И )
где

и )

- ! dtu
ds.

с и

Переменная 5 отсчитывается в (10) навстречу направлению распрост­
ранения звука е. Поэтому, если vc=  [ve(R)j e(R) — продольная относи­
тельно луча в точке компонента v, то в (11) St= —ve.

При 1= 0  формула (И ) описывает продольный эффект Доплера, 
являющийся результатом изменения во времени длины трассы распро­

странения звука S  от источника до приемни­
ка. Известно [1], что этот эффект обуславли­
вается продольной относительно направления 
распространения волны компонентой v, рав­
ной v0. Однако в случае распространения звука 
в неоднородной движущейся среде величина /, 
как правило, не принимает нулевое значение. 
Во-первых, в такой среде возможно изменение 
во времени величин с и У и, следовательно, 
групповой скорости звука С/г, дифференцируе­
мой в /. Во-вторых, ориентация нормали к 
фронту звуковой волны п зависит от направ­
ления ее распространения е. При этом поворот 
луча за счет поперечной по отношению к пе- 
му компоненты v, равной x±= e ( R )X ( \X c (R ) ), 
приводит даже при фиксированных значениях 
с н V к изменению во времени величины
Ur=yc2+2cYn+V2. Обе прпчцны, согласно (11) 
обуславливают отличие /п от /п при 5=const. 
При этом сдвиг частоты А /= /п—Л* за счет из­
менения во времени параметров среды (с и У) 
происходит независимо от значения относи­
тельной скорости движения источника и прием­

ника v, в том числе при v=0. В то же время сдвиг частоты вследствие 
второго фактора определяется угловой скоростью поворота луча во вре­
мени и, следовательно, значением v±. Как известно [1, 2J, изменение 
частоты, наблюдаемое при распространении волн перпендикулярно к 
направлению относительного движения источника и приемника и опреде­
ляемое по величине скоростью этого движения, называется поперечным 
эффектом Доплера.

В стратифицированной (слоистой) среде, являющейся частным случаем 
неоднородной движущейся среды и используемой обычно в качестве 
модели атмосферы и океана, средние значения с и V зависят только от 
вертикальной координаты z. В этом важном для практики случае выра­
жение для параметра I  в (11) преобразуется к виду

Геометрия фазовой и ф и 
групповой Ur скоростей 
звука в движущейся среде 
относительно пормали к 

фронту волны п

= 1
d U r l (z, t ,) 

9tu
ds(z)
dz

dz, ( 12)

где zu — вертикальная координата источника звука, \ds(z)/dz\=ez~l — 
якобиан преобразования, равный секансу угла между е и z, ez= (ez )/z — 
проекция е на направление оси z.

Для указанной модели среды Ur (z, t»)=c(z)n(z, £H)+V (z) и, следова­
тельно, справедливы соотношения d\iTldtn=cdnldta и dUJdtu=(clUr) •
• (Удп/д1и). Поэтому

dUJdtu= (YdVv/dt„) I Uv. (13)
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В то же время, используя представление Ur=£7re, можно записать
dV,/dtB=edUJdtB+Urde/dtu. (14)

Подставляя (14) в (13), получим

dUT Uv /  де \
dta us- v y  d t j ’ (15)

где Ur— Vc=ccosr\} cosr\=UJUv (см. фиг.).
Вследствие того что dUr~l/qta= —Ur~2dUr/dtUy из (15) следует

dUv- lldta= ~ ( \d e /d ta)/(cU,).  (16)
В итоге, подставляя (16) в (12) и учитывая (11), получаем формулу 

для описания эффекта Доплера в стратифицированной движущейся 
среде:

/ д = > „ / {  1 -  * }/ \  UT(zn) J ег (z) с (z) Uф (z) J

Для того чтобы по этой формуле оценить точное значение частоты 
необходимо использовать закон преломления e(z) в движущейся сре­
де [9].

В океане и нижнем слое атмосферы \c(z)— с0|/с0< 1  и Ж==|V|/c0< l .  
Используя эти неравенства, упростим выражение для I. Поскольку значе­
ние I  примерно в М~{>  1 раз меньше второго слагаемого в знаменателе
(17), то при вычислении /  будем пренебрегать влиянием рефракции на 
направление вектора e(z) и считать е = —И/#. В этом случае de/dtn= 
= —y±/R, za/ez= R  и формула (17) с точностью до членов третьего поряд­
ка малости по v/c0 и F/c0 принимает вид

/K«/u/[ l -v e (z H) /^ r(za) +  K V )/co2], (18)

где среднее значение величины v±V (z) в

слое O-r-Zj,. Отметим, что в атмосфере значение параметра М  примерно на 
два порядка больше, чем в океане. Поэтому в соответствии с (18) влия­
ние поперечного эффекта Доплера в атмосфере существенно выше.

Эффект Доплера в неоднородной движущейся среде ранее рассмат­
ривался в [10]. Однако при этом были допущены принципиальные 
ошибки. В частности, в [10] длина луча S  и, следовательно, эйконал W
зависят от координат источника не в момент излучения им звука £„, а в 
момент приема t. Это приводит к исчезновению известной нелинейности 
доплеровской формулы относительно и/с. Кроме того, в [10] игнорирует­
ся поворот луча во времени при наличии поперечной к нему составляю­
щей v. Вследствие этого ошибочно считается, что /  может принимать 
значение, не равное нулю, только за счет изменения во времени парамет­
ров среды. Не трудно заметить, что погрешность оценивания /„ в этом 
случае сравнима по величине с дополнительным сдвигом частоты, обуслов­
ленным влиянием среды.

Рассмотрим как преобразуется (17) при распространении звука в 
однородной среде (c=const и V=const) и сравним получаемый резуль­
тат с известными для этого случая формулами. Пусть w и и — скорости 
движения источника и приемника соответственно относительно среды. 
Очевидно, что u = —V и w =v+u. Учитывая равенство defdttt= —xAJR, точ­
ное для однородной среды, из (17) имеем

ие — we
у  с2 — 2с ип 4 - а2

(U-i — wi)  и
С (С —  11П )
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Поскольку (u_L—Wj_)u=(u—w)u±, то предыдущую формулу можно за­
писать иначе:

н — w 
— u n е cos г| + U

где cosrj=(c—ип)/Ус2—2cun-f-ii2. Вектор е, характеризующий направление 
распространения звука, здесь, так же как и в (17), относится к системе 
координат К , движущейся совместно с приемником.

Запишем (19) в системе координат К ' \  неподвижной относительно 
среды. Пусть угол между и и е равен <р. В этом случае im =ucos (ф—г|) =  
=HecosTi+Hxsini| (см. фиг.). Считывая, что sin у\=и±/с, получаем соот­
ношение n=ecos Ц+и^/с и, следовательно, из (19) имеем

(и — w) n 1__ 1 — ип/с
с — un ] /и  1 — wn/c *

Из этой формулы, в частности, следует, что в системе координат К", 
в которой направление распространения звука е" совпадает с нормалью 
к фронту волны п, поперечный эффект Доплера не обнаруживается.

Выражение (20) полностью совпадает с аналогичной формулой из 
[2, 3]. В то же время в [1, 5] вместо величины con используется проек­
ция со па направление е, вдоль которого наблюдается источник в момент 
приема звуковых воли. Поскольку при движении источника существует 
угловое различие между направлениями п и е, то в [1, 5] допускается 
ошибка, составляющая величину второго порядка малости по со/с. Экви­
валентная запись формулы (20), в которой используется проекция со на 
е, получена в [6J .

В заключение подчеркнем, что, согласно [1, 2], поперечный эффект 
Доплера имеет место только для электромагнитных волн как одно из 
следствий специальной теории относительности. В то же время резуль­
таты данной работы показывают, что в акустике для наблюдателя, отно­
сительно которого среда движется, поперечный эффект Доплера также 
существует.
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