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СТРУКТУРА ВОЛНЫ СТОУНЛИ НА ГРАНИЦЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

Показано, что скорость распространения п структура поверхностной 
волны на границе жидкости и твердого тела существенно зависят от 
соотношения между скоростью звука с в жидкости п скоростью ся рэле- 
евской волны па поверхности твердого тела. При сн<с волна Стоунли 
по с в о и м  характеристикам близка к рэлеевской, при сц>с -  к неодно­
родной волне в жидкости на границе с абсолютно жестким телом.

Невытекающие поверхностные волны на границе жидкости и твердо­
го тела — волны Стоунли или Шолте первоначально исследовались при­
менительно к задачам геофизики и акустики океана [1—4]. В последние 
годы возник интерес к волнам этого типа на высоких частотах (десятки 
мегагерц и выше). Экспериментально была показана возможность эффек­
тивной генерации волн Стоунли на границе раздела жидкости и твердого 
тела [5, б ], было обнаружено [6] и объяснено [7, 8] аномально большое 
поглощение волн Стоунли. Наконец, исследовалась конверсия объемных 
волн в волпы Стоунли на периодически неоднородных границах разде­
ла [9, 10]. Эффекты, связанные с волнами Стоунли, критически зависят 
от соотношения между упругими свойствами и плотностями гранича­
щих сред [6—8]. Цель данной работы — изучение структуры волны Стоун­
ли в зависимости от соотношения между акустическими параметрами 
жидкости и твердого тела.

На границе жидкости и изотропного твердого тела волна Стоунли 
представляет собой суперпозицию четырех неоднородных волн: продоль­
ной L  п поперечной Т  в твердом теле, продольной I и вязкой сдвиговой t 
в жидкости. Для волны с частотой со и волновым воктором к  тангенциаль­
ные и нормальные компоненты колебательной скорости в системе коорди­
нат с осью х  вдоль границы раздела и осью z, перпендикулярной к гра­
нице, имеют вид

в жидкости при z<0. Здесь Va — амплитуды тангенциальных колебатель­
ных скоростей для парциальных воли a=L, Т , Z, t.< Парциальные волны 
затухают вглубь соответствующей среды; их затухание характеризуется 
соответствующими коэффициентами проникновения: qL,т — для твердого 
тела и ?, х — для продольной и вязкой волн в жидкости. Величины, об­
ратные коэффициентам проникновения, определяют глубипы проникнове­
ния парциальных воли в среду. Коэффициенты проникновения и соотно­
шения между амплитудами Va задают структуру волны Стоунли, а также 
траектории движения частиц жидкости и твердого тела и потоки энергии, 
переносимые волной вдоль границы раздела.

И ТВЕРДОГО ТЕЛА 

В о льк еп ги т ей п  М .  3 / . ,  Л е в и н  В . М .

k qT

в твердом теле при 2>0 и

(2 )
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Коэффициенты проникновения парциальпых волн определяются со­
ответствующими дисперсионными уравнениями для объемных волн:

— для вязкой сдвиговой волны. Здесь cLtT — скорости продольного и попе­
речного звука в твердом теле, с — скорость звука в жидкости, г] и |  — 
сдвиговая и объемная вязкости жидкости, — эффективная вяз­

кость, рж — плотность жидкости. Поглощение звука в твердом теле не 
учитываем, считая его пренебрежимо малым.

Значение фазовой скорости с„=со//с находится из решения дисперси­
онного уравнения, представляющего собой условие разрешимости системы 
однородных уравнений для амплитуд парциальных волн Va. Последние 
следуют из непрерывности нормальных и тангенциальных скоростей vx и 
vz и напряжений о22 и охг па границе раздела ирн z= 0. Выражения для 
механических напряжений через Va и дисперсионное уравнение приво­
дятся в Приложении. Скорость волны Стоунли на границе идеальной 
жидкости и твердого тела исследовалась ранее в [2]. Учет вязкости при­
водит к появлению в дисперсионном уравнении членов, пропорциональ­
ных различным степеням вязких параметров е=УTjco/p„tc2 и ец=Ут|||(о/с2рж. 
Анализ показывает, что для слабовязких жидкостей (ец~е<1) эти члены 
определяют лишь малые поправки порядка е к значению фазовой скоро­
сти волны па границе раздела твердого тела с идеальной жидкостью. Ис­
следованию поглощения волн Стоунли посвящена отдельная работа [9].

На фиг. 1 приведена зависимость фазовой скорости волны Стоунли от 
значения скорости с звука в жидкости, полученная в результате числен­
ного решения точного дисперсионного уравнения (П.З) при различных 
отношениях плотностей жидкости и твердого тела. Скорости ст и cL при 
этих расчетах, как и повсюду в дальнейшем, предполагались фиксирован­
ными (ст=1,7 105 см/с, сь=:2сг=3,4-105 см/с). При малых с, когда с<ст, 
фазовая скорость практически совпадает со скоростью звука в жидкости:

линейной и при больших с, когда с>сТу скорость волны Стоунли пере-

— для продольных и поперечных волн в твердом теле,
<Г=/с2— 0)2/c2( l  +  i(0T]||/pmC2) 

— для продольной волны в жидкости,
к2= —шрм/г\+к2

(4>

(5)

С5Ъ, 105см/с 
1 -

Фиг. 1. Зависимость фазовой скорости волны Стоуплн с*/ 
от скорости звука с в жидкости при различных отноше­
ниях рж/рт: о, — 1/10, б — 1/4, в — 1; 1 — 2 — При

расчете предполагалось, что ст=  1,7 IО5 см/с, cL^ 2 c r

(c—cat) /c ~ i0“310"3. В области с~ст зависимость сл1(с) отклоняется от
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стает зависеть от с, стремясь к постоянному значению cat°. И само зна­
чение с.Л и ширина области перехода от линейной зависимости к коп- 
стапте определяются величиной плотностей рж/рт. Для малых рж/рт^1 
эта константа равна скорости сп рэлеевской волны на свободной поверх­
ности твердого тела. При этом ширина области перехода от cs,= c к cst=cn 
мала. С увеличением рт/рт область перехода расширяется, а пре7щлыюе 
значение фазовой скорости падает по сравнению с cR.

Основным параметром, определяющим фазовую скорость и структуру 
волны Стоу или по крайней мере для малых рж/рт, является отношение 
с/сц. В пренебрежении вязкими эффектами при неизменном cT/cL ход 
кривой c9t/cR=f(c/cR) практически не зависит от того, меняем мы скорость 
звука в жидкости либо величину рэлеевской скорости сп. Поэтому область 
малых с : c<cR соответствует границе жидкости с жесткими твердыми те-

Фиг. 2. Относительные коэффициенты проникновении q j k  
для парциальных волн в волне Стоунли при различных от­
ношениях рж/рт: а -  рж/рт=1/10, б -  рж/рт= 1 //1, в -  рж/рт=
=  1; 1 — продольная волна в твердом теле (L), 2 — попе­
речная волна в твердом теле (Г), <? —продольная волна в 

жидкости (/); со=1,5-107 с-1, т]=0,()1

лами. Область больших с : c>cR отвечает границе с мягкими материа­
лами.

Известная зависимость фазовой скорости cst от с позволяет рассчи­
тать коэффициенты проникновения парциальных воли. В твердом теле
они всегда сравнимы по величине с волповым числом: tfL,r= &yi—cst2l
/cL.r^fc, поскольку cst<cL и сг. С ростом с отношения qLtrlk уменьшаются, 
стремясь при больших с к постоянным значениям, зависящим лишь от 
отношения плотностей рж/рт При рж/pT^l эти значения совпадают с со­
ответствующими величинами в рэлеевской волне; с увеличением рж/рт 
они увеличиваются, и волна Стоунли проникает в твердое тело на все 
меньшую глубину. Для малых с характерна параболическая зависимость 
Ць, т!к от с : qL, Т/А:~1 — (Чг)с11с21 т , причем для совсем маленьких с глубины 
проникновения парциальных волн в твердое тело минимальны и не за­
висят от соотношения между акустическими параметрами соприкасаю­
щихся сред.

Глубина проникновения волны Стоунли в жидкость при больших с 
от с не зависит: q/lc^l .  С уменьшением с отношение qjk быстро падает 
и глубина проникновения растет. При рж/p r^ l  величина q находится

методом теории возмущений по малым параметрам рж /рт и е=Уц(о/ржс2 
(см. П.5). В области c ^ c R

? / * = V2(р>.</рт) (c2/cTz) H - c zlcL2+(l+i)y\]to/pmc2. (6)

Глубина проникновения (измеренная в длинах волн) становится очень
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большой уже при небольших отклонениях с/сп от единицы. Так, при 
рж/рт=1/4 отношение q/k=З Ю “2 уже для с=0,5сп. Глубина проникнове­
ния волны Стоунли в жидкость в этом случае составляет около пяти длим 
волн. Дальнейшее уменьшение с еще больше увеличивает глубину про­
никновения, однако нри с/сГ1<  1 эффекты вязкости ограничивают этот 
рост. При (p„<c7pTc.fz)< e  (граница вязкой жидкости с очень твердым те­
лом) уже доминирует второй член в выражении (6) и глубина проник­
новения начинает возрастать при уменьшении с. Влияние вязких эффек­
тов на глубину проникновения в жидкость становится существенным 
лишь на высоких частотах. Так, на границе воды (рж=1 г/см2; с=1,5 км/с, 
г)=10“2 дин-с/см2 с ниобатом лития (рт=4,7 г/см3, ст= 4  км/с) это влия­
ние начинает сказываться на частотах, больших 100 МГц.

Коэффициент проникновения вязкой сдвиговой волны является комп­
лексным: х=Уо)р„!/2'п(1—г). В слабовязких жидкостях |и/& |~1/е>1, 
и вязкая волна занимает очень тонкий приповерхностный слой жидкости 
вблизи границы раздела.

Рассмотрим соотношения между амплитудами Va парциальных волн в 
зависимости от величины с{сп. Из непрерывности компонент колебатель­
ной скорости па границе раздела найдем выражения для F, и Vt через 
VL и VT\

Vl= - { q LVL+k*/qTVT} l ( q - k 2M ,

Vt=+{(qL+q)VL+ (k2/qT+q)VT} / ( q - k 2M .

Соотношение между амплитудами VL и VT определяется из непрерывно­
сти тангенциальных напряжений на границе раздела. С точностью до 
малых поправок порядка е это условие можно заменить условием исчез­
новения тангенциальных напряжений на поверхности твердого тела: 
Oxzr/z=0=0. Отсюда, используя выражение (П.2), получим

VT/V L= —y 1 —с*<Усг2V 1—св12/сь2/  [ 1 — ( 1/2) c9t2/ сг2] . (8>
Для больших с отношение VTIVL от с не зависит, определяясь только 
значением рж/рт. При рж/рт<1 оно не отличается от соответствующего от­
ношения в рэлеевской волне: VT/V L^  — [1—(1/2)сл7ст2. При уменьшении с 
в области c^Cr происходит переход от константы к параболической зави­
симости от с:

VT/VL̂ —[ 1— (1/2)c2/cl2], (9)

характерной для c<cR. Отметим, что колебания в продольной и попереч­
ной волнах в твердом теле происходят в противофазе п в значительной 
степени компенсируют друг друга. Степень компенсации резко увеличи­
вается для малых су где амплитуды реальных колебательных скоростей 
на поверхности твердого тела значительно меньше амплитуд VT и VL пар­
циальных воли:

^ | 2=0= (  1/2) (c7 cl2)cos cpFL, i>z|==o=
=  (1/2) (сУсг2) VL sin cp, (p=kx—at. (10)

В волне Стоунли траектории частиц представляют собой эллипсы в пло­
скости хЪу ориентация и форма которых на различной глубине определя­
ются соотношениями между амплитудами парциальных воли и их глуби­
нами проникновения. В твердом теле, согласно (1) и (8), эллипсы, опи­
сываемые частицами, ориентированы так, что их большая полуось всегда 
перпендикулярна границе раздела. По мере смещения вглубь твердого 
тела меняется эксцентриситет эллипсов и, естественно, уменьшаются их 
размеры.

В отличие от твердого тела отношение амплитуд парциальных волн в 
жидкости сильно зависит от с, в особенности при рж/рт<1 (фиг. 3). Бу­
дем относить амплитуды Vi и Vt к амплитуде VL продольной волны в 
твердом теле. Эти отношения получим, подставляя выражение (8) для
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Vl.tl̂ L

Фиг. 3. Зависимость отношений парциальных амплитуд Vi.tlVj. в волне 
Стоу пли от скорости звука с в жидкости, рж/рт: & — 1/10, 6 — 1/4, в -  1;

1 -  Vt/VLy 2 -  VtIVb

Фиг. 4. Траектории движения частиц среды в волне Стоунли па раз­
личных глубинах: Т -  твердое тело, Ж — жидкость; 1 — случай гра­
ницы с мягким материалом с>сл, 2 — случай границы жидкости с твер­

дым материалом c<cR

VT/VL в (7):
VJVt— [qL('V2) (cst0’/cT*)] l(q -k*M  [1 -  

- ( 1/ 2) (cs<02/cT2)], V J V ^ l+ V r /V L - V J V t .

Начнем со случая, когда рж/рт<1. Для с>сп отношения Vi/VL и VtIVL 
определяются зависимостью от с коэффициента проникновения q про­
дольной волны в жидкость:

Vi/Vl— 6/У1—clf°/c2, V J V ^ - b / i l - C s S V c '+ a ,  (12)
где а= (1 /2 )св,О2/сг2~0,5, b = (a /( l—a) )~]fi—c3t02lcbz — числовые множители. 
Для больших с(с>сл) отношения практически не зависят от с, однако по 
мере уменьшения с начинает играть роль корневая особенность в (12) и 
при с-*-Си происходит быстрый рост отношений амплитуд. Этот рост про­
должается и в области с<сц, причем вблизи с=сп происходит переход от 
корневой зависимости (12) к параболической зависимости при с<сд:

Vi/VL~pT/ рж [ ({—стг/Сь— (1/4) с2/стг] , 

У tlVL^ —Vi/VL+  (\/2) с21сьг.
(13)

Выражения (13) получаются из (11), если положить csl^c ,  а для коэф­
фициента проникновения q использовать значение (6). Сравнение (12) 
и (13) показывает, что отношение предельных значений амплитуд V J V l 
при с-*-0 и при с-+ °о определяется (при фиксированном VL) велпчипой,
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обратной малому параметру рж/рт:
7 , / ^ ~ р х/рж»1.

Характерная зависимость VtlVL и VtIVL от с для случая рж/ р т < 1  пред­
ставлена на фиг. 3,а: при изменении с в достаточно узком интервале зна­
чений отношения амплитуд меняются на порядок. Но мере уменьшения 
различий в плотностях твердого тела и жидкости зависимости от с сгла­
живаются (фиг. 3,6) и при Рж/рт~1 значения Vltt/VL для с->0 и 
сравнимы по величине (фиг. 3, в).

Разница в глубинах проникновения парциальных волн в жидкость 
создает своеобразное распределение колебательных скоростей vx и vz по 
глубине. Интерференция I- и /-воли имеет место лишь в тонком погра­
ничном слое толщиной еЯ, много меньшей длины волны л. Колебания в 
продольной и вязкой сдвиговой волнах внутри пограничного слоя проис­
ходят в противофазе, частично компенсируя друг друга. Для больших с 
компенсация невелика: \vx\'~\vz\ ~ \ однако при уменьшении с она воз­
растает и для c<cR амплитуды реальных скоростей значительно меньше 
амплитуд парциальных волн Vty. \vx\~ \v z\~(f)>ll/ihc2/cL?) VYcF*. Внутри 
вязкого пограничного слоя эллипсы, по которым движутся частицы жид­
кости (фиг. 4), близки к траекториям движения частиц твердого тела не­
посредственно на границе раздела. Вне вязкого слоя форма траекторий 
определяется структурой неоднородной продольной полны. При с>сп про­
дольная волна сильно неоднородна: а амплитуды колебательных
скоростей vx и v2 одного порядка: vx=bVLeqz cos ф/V l—c«2/c2, vz=bVt.eqzX 
Xsin cp, (p=kx—со/, 2< 0. Движение частиц в этом случае происходит по 
эллипсам, близким к круговым. По мере уменьшения с эксцентриситет 
эллипсов возрастает.

В области с<сп (жидкость граничит с жестким телом) продольная 
волна в жидкости слабонеоднородна \q\<k; движение частиц в ней про­
исходит в основном в направлении вдоль границы раздела:

Траектории представляют собой очень вытянутые вдоль границы раздела 
эллипсы, отношения полуосей которых аг/ах= (  1/2) (р)К/рт) (с2/сг2)/ 
/(1 —ct2/cl 2) значительно меньше 1. При рж/рт< 1  размеры этих эллипсов 
внутри слоя жидкости толщиной много больше размеров эл­
липсов, по которым движутся частицы в пограничном слое. По мере уве­
личения отношения плотностей рж/рт уменьшаются размеры эллипсов, 
степень их вытянутости, а также глубина слоя h, внутри которого коле­
бательное движение существенно.

Основной энергетической характеристикой бегущей поверхностной 
волны является поток энергии / ,  приходящейся на единицу длины волно­
вого фронта. Для волны Стоунли эта величина получается интегрирова­
нием тангенциальных компонент векторов средней плотности потока
энергии в жидкости p'v*ж п в твердом теле — VjToxjT по всей глубине про­
никновения волны Стоунлн в этн среды:

//(х , 2, t) — переменное давление в жидкости (см. (П.1)). Отдельные 
слагаемые в правой части (14) представляют потоки энергии в жидко­
сти / ж и в твердом теле Г. При вычислении / ж будем считать, что коле­
бательная скорость в жидкости определяется ее значениями в парциаль­
ной продольной волне. Это предположение справедливо всюду, за исклю­
чением поверхностного слоя, определяемого глубиной проникновения вяз­
кой волны. Но этот слой тонок и его вклад в интегральной поток мал: 
ошибка, вносимая этим допущением, порядка \дЫ \^г<1.

Vx= (рт/рич) (1-Стг/сь2) VLeqz cos ф, 
vz— (q/z) Vtcqz sin ф = (1/2) (c2/cT2) VLeqz sin ф, z<0.

(14)
0
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Используя выражения для колебательных скоростей (1), (2), пере­
менного давления в жидкости (П.1) и для напряжений в твердом теле 
(П.2), а также соотношение (8), связывающее амплитуды VT и VLy полу­
чим выражения для потоков энергии в жидкости и в твердом теле:

/ ж=РжС„|И„'2/У , / т= р тсй//(св*) \ VL\z/k. (15)
Здесь ? '=R e q. Функция j{cai) характеризует акустическую энергию в 
твердом теле:

f(c8t) =  (l+4syLz)/yL+M2s(3ijT+i)lyT2-  
- 2М  [ 1+ 2s ( l+ y L2) + 5(3+ут2) yL/y T] (уь+ут) ,

M=2yTyLs/(2s-l) ,  s=cT2/cBt\  yL,T =V l-csi2/ci,,r2.
На фиг. 5 приведены кривые /= /(с )  для различных значений рж/рт. 

Как и другие величины, связанные с волной Стоунлп, /(с) при больших 
с от с не зависят, а при малых с зависят от с квадратично: / —‘/2(1—

Фиг. 5. Распределение потока эпергии в волне Стоупли между граничащими сре­
дами: 1 -  график функции /(с) для различных значений отношения рж/рт, 2 — за­
висимость отношения потоков анергии в жидкости /ж и в твердом теле Iх от ско­

рости звука в жидкости для различных значений рж/рт: а — 1/10, б — 1/4, в -  1

—ст21сь2)с21ст2. С увеличением отношения рж/рт величина /  в области боль­
ших значений с падает; на характере же параболической зависимости 
изменения рж /рт не сказываются.

В случае границы жидкости с жестким материалом (с<сд) амплитуда 
продольной волны в жидкости значительно превосходит амплитуды пар­
циальных волы в твердом теле (Vi/VL>  1), /  мала, а глубина проникнове­
ния волны в жидкость значительно больше глубины проникновения в 
твердое тело (#'<&). В соответствии с этим вклад твердого тела в общий 
поток ничтожен: / т/ / ж«  (*/2) (р ж /р т ) (с2/ст2) { q ! k ) ^ q  ! к ^ \  и поток эпергии 
в волне Стоупли определяется ее перепосом в жидкости: 7 ^ /ж (фиг.5, а).

В случае границы жидкости с мягким материалом (c>cR) значитель­
ная часть потока энергии сосредоточена в твердом теле:

№ ^ ( p > K/px)g(ce<° ) / ( l - c e/ 2/c2) %,

где g(csl0)=-b{cet°)lf(c3i"). Для рж/рт<1, когда скорость волны близка 
рэлеевской (cs*û c i{), в твердом теле сосредоточивается основная часть 
потока эпергии: £~10“‘ и 7J7 /T~ (p JK/pr)g~10~2< l .  С увеличением рж/рт 
волна Стоупли даже при р„</рт~1 все в большей степени теряет свою ква- 
зпрэлеевскую структуру. В результате при рж/рт~1 энергетические пото­
ки в жидкости и в твердом теле сравнимы между собой: / ж/ /т~1. Однако 
при любом рж/рт в достаточно узкой области значений с~сп с уменьше­
нием с происходит перемещение потока энергии из твердого тела в жид­
кость.
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ПРИЛОЖЕНИЕ
Используя стандартные выражения для механических напряжений в изотроп­

ном твердом теле и в вязкой жидкости, а также разложения (1) и (2), запишем нор­
мальные Он и тангенциальные oxz напряжения через амплитуды парциальных волн. 
В жидкости а22ж и аХхж выражаются через Vtit следующим образом:

о „ ж—* { 2г|* j  Vie^-2r\kV teKẐ e ihx- {(0t+K. с.,
к

- (
к' + у}

<*х,ж = r \ [ 2 q V i e ^  + V
К

(П.1)

Для твердого тела напряжения как функции VL и VT имеют вид
ог2т= -2 р тст2(А7о)) [ ((д2/2к2Ст2—1) VLe~^LZ—VTe'iTZ]cihx~i<t,t + i\. с.

OxzT=-ipTCT2(klb)){2(qiJk)VLe-<iS+[(k2 + qI2)lkqT]VTe<iTz}cihx- i(at+K.c. 
Дисперсионное уравнение для волн Стоунли

1 1 — к/(о — ix/o)
i q j k  ik/qT iq/<o — к/o>

— 2Ртст 2̂  L Рт ((°2 — 2k‘2cT2)lq 2 (r]kq l(op}K — 2t)/c2
tpT (со2 — 2 k2cT2)lk — 2 ipTcT4  — (корж — 2yjfea) 2т)Аж

(П.2)

=  0 (П.З)

следует из равенства нулю определителя системы алгебраических уравнений для 
парциальных амплитуд, задаваемых условиями на границе раздела. Уравнение (П.З) 
определяет фазовую скорость со/Но Др и поглощение а=1шА: волн Стоунли. Для 
слабовязких жидкостей можно воспользоваться теорией возмущений по малым па­
раметрам е2= г |0)/ржс2 и ец2=т1||Со/ржс2. С точностью до членов порядка е2 и вцг ди­
сперсионное уравпепие имеет вид

{(qlq)iJ4®lk) -а }  + {(*2/*<7l) [ 1-(Va) (w*/*2cT2) (1 -р ж/рт) ]2-  
-(ЯтМ  (1+ (Va) (рж/рт) (сo2//c2cT2)-(?cyT/gLx.)a}- 

— {2аА2(с2/со2) [/ецгсог/2А2ст2—ie,2(qqTlk2—
(П.4)

- < * Ы  (1-со2/2/с2ст2) ) ] -  в2[ адг/Л2-* (д/gz.) (1-ю2/2Л:2ст2) + 0)2/2&2Сг2] }=0.
Здесь /?((o//c) =  {gTgL/&2—(1-(02/2&2сг2)2} -  дисперсионпый оператор для рэлеевской
волны, а =  ОД) (Рж/рт) (а>4/&4Ст4)- Первый член в (П.4) соответствует известному 
уравнению Стоунли для волн па границе идеальной жидкости и изотропного твердо­
го тела. Два других члена, пропорциональные е и е2, описывают поглощение волп 
Стоунли и влияние вязких эффектов на скорость их распространения.

Считая, что pm /pr^l и е«1, можно получить приближенное простое диснерсноп- 
ное уравненпе для волн Стоунли на границе слабовязкой жидкости и твердого тела:

q?i=aqL+k2l>iH. (П.5)
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