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РЭЛЕЕВСКИЕ ПОВЕРХНОСТНЫЕ ВОЛНЫ В МЯГКОМ 
ПОПЕРЕЧНО-ИЗОТРОПНОМ СЛОЕ 

НА ПОПЕРЕЧНО-ИЗОТРОПНОЙ ПОДЛОЖКЕ

К ес сеп и х  Г . 1 \

Теоретически исследована дисперсионная зависимость скорости рэ- 
леевской волны от толщины «мягкого» слоя. Показано, что в интервале 
скоростей vt< v< vT существуют рэлеевские волны обычного типа, а в 
интервале 0 могут существовать волны щелевого типа и медлен­
ные рэлеевские волны.

Характеристики поверхностных акустических волн (ПАВ) в слоистых 
звукопроводах определяются соотношением упругих свойств подложки и 
слоя и зависят от толщины слоя h [1]. Для поперечно-изотропных мате­
риалов слой но отношению к подложке может быть либо «жестким», ког­
да скорость поперечных объемных волн в слое ut больше, чем в подложке 
v T, либо «мягким», когда vt< vT [2]. Дисперсионные зависимости скорости 
ПАВ v от толщины 1г жесткого слоя были теоретически исследованы в ра­
боте [2]. В настоящей работе проводится теоретическое исследование за­
висимости v (h) для мягкого слоя.

Выберем поперечно-изотропные материалы подложки и слоя так, что­
бы выполнялось условие ut<uT. Пусть выделенные направления С обоих 
материалов будут параллельны 
друг другу и перпендикулярны 
рабочей поверхности и плоскос­
ти контакта подложки и слоя 
<фиг. 1).

Дисперсионное уравнение, в 
неявном виде определяющее 
зависимость и (Л), получеппое 
в [2] для плоских монохрома­
тических волн с вектором меха­
нического смещения t/„~exp£- 
• (АЛ -соО из гранитных уело- Фиг- 1 Взаимное расположение подложки и
вии жесткого контакта подлож­
ки и слоя (2= 0) и свободной верхней поверхности слоя (z= h ), запишем 
в виде

F (v i k) =  [C52+ ( l —q, )zKSKi ] [ ( с 12+С,22х 1х 2 +  —— x.lX0  ch i (х3+ х 4) А—
LV х* ‘ 7 (1)

_  ( +  Л  ) (Cfik+ C £ b) sh i (х3+ х 4) k ]
N Х 3 Х 4 7 J

+

+  [С52—(1—б/')2х 3х4] [ ( c i2+C22KiK2— Cs +  4 Х—  )cht(x3- x 4)/c -
1 х х3х4 7

- (  ^ 1. _ М  (Ctc t+c 2c 3) sh i ( х , - х 4) k]  + 4 ( l-q ')C s(CtC ,-C 2C w 2) =0,
x3 x4'

агде
k= kuh=2nhlX, C=C,JCU’, Ci=q'y  3г+1, 

C,=C9' ( ^ . 2+ l )  +  ( l - 9 ') ,  C2= q ( l - q ' ) - C q ' ( i - q ) ,
C3= C (9x .,4 1 )-(g V . C t= C ( l - ? ) + g ( g 'x ,* + l ) .
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В рассматриваемом случае ПАВ состоит из шести парциальных воли, 
характеризующихся различными величинами х а= кга1 куI двух в подлож­
ке ( а = 1, 2) и четырех в слое (х3= —х5, х 4= —хв), распространяющихся 
с единой фазовой скоростью и=ы/ки. Величины ха связаны с v следую­
щим образом:

x,2= (v 2- v T2)/v г2, y.2 = (v 2- v L 2)!vL 2, v. 2={v 2- v t2)lvt2,
H 2= (v 2- v ly2) lv ,2, Р  vr2=Cit, р vLy2=C2Z, pvLz2=C33, (2).

p V = C 4t\  р '< = С 22', p 'y,t2=CV.
Как и в [2], здесь использовано дополнительное соотношение между 
упругими постоянными Су-подложками и С,/-слоя:

Это соотношение означает по существу введение модельной поперечно­
изотропной среды, в которой каждое направление есть направление 
чистой моды [2]. Введение условия (3) не является серьезным ограни­
чением задачи, однако оно упрощает расчеты. Для изотропных материа­
лов это соотношение выполняется строго в силу симметрии.

Уравнение (1) определяет зависимость v(k)  как сложную трансцен­
дентную неявную функцию, не все значения которой отвечают ПАВ. 
Для существования ПАВ необходимо, чтобы величины xi и х2 были мни­
мыми и имели одинаковые знаки в соответствии с требованием ограни­
ченности амплитуды Г1АВ на бесконечности. Это выполняется при условии 
x tx2̂ 0 .  Для обычных материалов подложки и слоя справедливо со­
отношение v,>vt, vL> vT [1]. Условие существования ПАВ при этом мож­
но записать в виде v< vT. Значения v=uT, таким образом, являются мак­
симальными. Естественной нижней границей скорости ПАВ, как видно 
из (1), (2), является значение у= 0, поскольку в рассматриваемом случае 
значения v<0  физического смысла не имеют. Отметим, что значение 
v = 0  является фундаментальным решением граничной задачи для рэле- 
евской поверхностной волны в изотропном полупространстве с вырож­
денными значениями х ,г= х 22= —1 [2, 3]. Таким образом, определяемая 
уравнением (1) неявная функция скорости ПАВ v(k)  является огра­
ниченной. Ее значения лежат в диапазоне 0 ^ v < v T.

Точки рождения или обрыва ветвей неявной функции определяются 
системой уравнений

F(v,k)=0,
dF(v, к) 

dv
Как известно, таких точек может быть только конечное число [4]. Из
(1), (4) следует, что второе уравнение в (4) выполняется при условии 
d y j d k = 0 (а= 1 , 2, 3, 4).

В рассматриваемом случае мягкого слоя v,<vT величины х3 и х4 во 
всем диапазоне скоростей ПАВ, как видно из (2), могут быть обе мни­
мыми, обе действительными и х4 — мнимой, а х3 — действительной при 
условии vtu> v t. В соответствии с этим весь диапазон возможных значе­
ний скорости ПАВ можно разделить на три интервала: I) 
когда 1 т х 3= 1 т х 4=Ю; 2) vt< v ^ v IV1 когда Im x3= R e x 4= 0  и 3) 0 ^ v ^ v , r 
когда Re x3=Re х4= 0  (см. фиг. 2).

Рассмотрим последовательно все три интервала скоростей ПАВ и 
и особенности функции v(k)  в каждом из них. В интервале Uiv< v< vT 
обе величины х3 и х4 являются действительными и отвечают объемным
продольным и поперечным парциальным волнам в слое, испытывающем 
полное внутреннее отражение от ограничивающих его поверхностей. 
Здесь имеет место обычная ПАВ рэлеевского типа [1]. При этом, как- 
видно из (2), все тригонометрические функции от х3 и х4 в (1) являются 
обычными периодическими функциями действительного аргумента. Сле­
довательно, v(k)  в этом диапазоне является многозначной функцией, так 
что каждое фиксированное значение скорости y=const может отвечать
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•Фиг. 2. Пример зависимости ско­
рости ПЛВ v в подложке из по­
перечно-изотропного материала с 
поперечно-изотропным слоем от 
относительной толщины слоя к— 
= 2nh/K: vr, vt , -  скорости рэ-

.леевской волны, объемно»! попе­
речной и объемной продольной 
волн в подложке соответственно; 
v ry vt, vi — соответствующие ско­
рости в слое; vs — скорость вол­
ны Стоунли на границе подлож­
ки и слоя, 1 — объемные попереч­
ные волны, 2 — поверхностные

волны

-бесконечному числу толщин слоя к, и при каждой достаточно большой 
фиксированной толщине слоя &=const может существовать бесконечное 
число мод ПАВ с различной скоростью v. Иными словами, может сущест­
вовать бесконечное число ветвей зависимости v(k)  [1]. Первая ветвь этой 
зависимости начинается со значения скорости ии рэлеевской поверхност­
ной волны в полубескопечной подложке без слоя при /с=0, определяемой 
полученным из ( 1) уравнением

(5х 4*+1)*— (д—1)гХ!Н1. (5)

Все последующие ветви начинаются со значения v=vT при толщинах 
-слоя к ~ к Т1 определяемых полученным из (1) при условии Xi= 0  урав­
нением

[6:s*+ (1—g#)*x,°x%°] [ ( C t^ s ^ ^ + ^ J c h
- х 2°Хз° (С,С4+С2Сз) sh i (х3°+х4°) к ]+

+ 7i 20yii>(CiCk+C2C3)sb. i(x 3°—х4°)/ь']+4(1—g#)C'1C3C,5= 0, (6)
где

Xs ̂ ( v ^ - v S y i v t ,  Х40=(Ут *-Vtv*)4,/vlt,
x 20= ( ^ r 2—vLy*yhlvLt,

■a q ,  q, Cn (n= 1, 2, 3, 4, 5) определены в (1), (3).
Из (6) видно, что существует бесконечное множество толщин кт„ (п=  

=  1, 2, 3 . . . ) ,  при которых v=vT. При наименьшем из них п=1 начинает- 
•ся ветвь Сезавы [1]. При увеличении толщины слоя к  значение скорости 
ПАВ v для каждой ветви уменьшается и приближается к значению 
v= v[y (см. фиг. 2), которое отвечает скорости объемной продольной 
волны в слое с х4= 0  и является граничным для первого интервала ско­
рости и начальным для второго интервала vt< v < v ly. Из уравнения (1) 
при условии х4= 0  найдем уравнение для толщин слоя, при которых 
v = v ly:

С 2 (Cf2—С2ах oix02)cos xosfc — —  (C'lC,4+C'2C3)sinxo3* +
Хоз

+  2(1—9,)^5(Cr1C,3+C2C4XoiX02)= 0 , (7)
где

X o i  =  (  VT2- V t 2 ) * l v T, X 02 =  (  VLy2- V lv2)'hlvLl,
Xos = (v lv2-V t 2) lhIVt.

Из (7) видно, что существует бесконечное число толщин слоя kh при 
которых v= vlv (фиг. 2). Для того чтобы выяснить, как ведет себя функ­
ция и(к) при этих толщинах, представим эту функцию в окрестности 
•точки kh пользуясь уравнениями (1), (2), в виде

ip — Viy) +  Bv=v (к — ki) =  0. (8)
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Из (8) видно, что при условии АФ0 функция v(k)  является непрерыв­
ной в точке к=к[ и приращение скорости Av= v—vty изменяет свой знак, 
при переходе через точку kt. Иными словами, все ветви зависимости v(k)  
не обрываются на значениях v=v,y при к= к(, а переходят непрерывно- 
во второй интервал скоростей vt< u < v ly. В этом втором интервале, как 
видно из (2), значения х 3 являются действительными, а значения х4 — 
мнимыми. ПАВ в слое в этом интервале состоит из линейно поляризован­
ных объемных поперечных и неоднородных продольных волн, эллипти­
чески поляризованных в сагиттальной плоскости. В уравнении (1) три­
гонометрические функции х3 являются обычными тригонометрическими 
функциями действительного аргумента, а тригонометрические функции 
х4 являются гиперболическим функциями действительного аргумента.

В каждой ветви зависимости и (к) при дальнейшем увеличении тол­
щины слоя к скорость ПАВ продолжает уменьшаться. Найдем предель­
ное значение скорости v при к-*- Для этого уравнение (1) во втором 
интервале скоростей vt< v< v,y, где х 4 —мнимая величина, и все триго­
нометрические функции от х4 можно приближенно заменить 
их асимптотическими значениями при больших толщинах слоя к , пред­
ставим в виде

• 1
tg y [« s* + a rc tg  Л (xt&) ] = /г  (x4fc), (9)1

где /* и fz{k, х) — ограниченные аналитические функции действительного- 
аргумента. Из (9) и (2), переходя к пределу при &-*«>, получим для каж­
дой ветви vn(k) с фиксированным номером п

lim vn2 (k)—v?\ 1 +  arctg Д-a rc tg /2±гая]2} э  уД
Л-СС К 3 <ю>

Таким образом, два интервала скоростей vlŷ v ^ v T и vt<v^Viy представ­
ляют собой единый интервал vt< v< vTl в котором зависимость v (к) являет­
ся многозначной. В этом едином интервале существует бесконечное мно­
жество ветвей зависимости v(k),  первая из которых начинается со значе­
ния ь'п при к=0, а все последующие — со значений ит при кт. При увели­
чении толщины слоя значения скорости в каждой ветви и (к) в пределе- 
/с-*-ос стремятся асимптотически к значению скорости объемной сдвиговой 
волны в слое ut. В этом интервале скоростей vt< v< vT имеют место обыч­
ные рэлеевские волны, характер которых изменяется с увеличением тол­
щины слоя. у

В третьем интервале скоростей 0 ^ v ^ u t величины х3 и х4, как видно* 
из (2), являются мнимыми и ПАВ целиком состоит из неоднородных (по­
перечных и продольных) эллиптически поляризованных волн в подложке* 
и в слое. Все тригонометрические функции от х 3 и х4 в (1) являются ги­
перболическими функциями действительного аргумента.

В этом интервале скоростей максимальным значением является u=vtr 
при котором х3=0. Из уравнения (1) найдем толщины слоя, при которых; 
х 3= 0:

Х 2оСь{С?—С22х 10х2о)с11 х04& +  — (C1<74+C2C3)sh х04& +
Х<)4

+  2(1 - q ' )C 5 ох2„) = 0, (И )'
где

(vS-V?)'1’ (VLt? -V ? )*
X i o ------------------------------- ,  Х 2о —  1

(V lS-V t*)*  
Vi.VL.

x 04 =

Уравнение (И ) можно представить в виде

( 12)

где й ,, /?2, i?3~co:nst. Система трех функций {1, ехр(—х04&), ехр(х04&)}, 
как известпо, является Чебышевской относительно к  [4], следовательно,, 
уравнение (И ) может иметь не больше двух решений для k t1 при кото-
Г»Г>0



рых v= vt. При условии dzv/dk2\h=ht^ 0  из этих точек может начаться не 
более двух различных ветвей зависимости v(k).  Это так называемые рэ- 
леевские ПАВ щелевого типа, апалпз которых проводится так же, как и 
для жесткого слоя [2]. При увеличении толщины слоя скорость ПАВ и 
уменьшается и в пределе к -*-°° существуют два асимптотических значе­
ния скорости: vr — скорость рэлеевской волны в слое и vs — скорость вол­
ны Стоушш на границе подложки и слоя. При каждом фиксированном зна­
чении скорости i>=const может существовать решение не более чем для 
четырех толщин слоя к.

Минимальным значением v в интервале 0 ^ v ^ v t является у=0, фор­
мально отвечающее иоиерхпостной волне. Это значение может быть полу­
чено также не более чем для четырех толщин к0. Если такие решения су­
ществуют, то каждое из них может дать начало не более чем одной ветви 
зависимости v(k)  [2]. Это ветви медленных рэлеенских волн (фиг. 2). Об­
ратные относительные глубины проникновения парциальных волн в под­
ложку и в слой при v = 0  принимают вид значения

Xoi“ =  Xo3''==:“ l, Хо22 =  — CWC.™, Хо4~== С22 /Сзз • (2)
Для поперечно-изотропного слоя па изотропной подложке получим из

(1) при условии к<  1, что г;= 0  в первом приближении при толщинах слоя

g (l+ g Q  (3—4а)
0 (Хо.2+ 1) ( ? ' - 1) (1- 0) ’ >

где o=Cl2l(Ci2+Cn) — коэффициент Пуассона, а С и q определены в (1),
(3). Поскольку о изменяется в пределах —1 < 0^ / 2, определяемых услови­
ем устойчивости твердого тела [7], то толщины к0Ф0 могут существовать 
при | х 042| < 1 ,  |д '|< 1 . Для изотропного слоя на изотропной подложке q' = 
= —1, y.0i~ = - l  и ко= 0 .

Помимо (13), уравнение (1) содержит еще одно решение у= 0, не за­
висящее от толщины слоя. Отметим, что значение ь,= 0 является также 
решением задачи о поверхностной волне в полубесконечном изотропном 
полупространстве [8] (подложка без слоя, к= 0), а кроме того, значение 
v = 0  при к0= 0 является точкой рождения антисимметричной ветви зави­
симости v(k)  в бесконечной поперечно-изотропной пластинке (слой без 
подложки, С=0) [6]. Решение для пластинки с к= 0 не представляет фи­
зической реальности. Решение же для полупространства является вырож­
денным, поскольку х<и=Хо2. При этом решение для амплитуд механиче­
ского смещения принимает вид £/n°~(tA+z£/2)exp kz, и значение v= 0  яв­
ляется решением граничной задачи для упругого полупространства лишь 
при единственном значении коэффициента Пуассона а = 3/4, которое нахо­
дится далеко за пределами устойчивости изотропного твердого тела. Су­
ществование решений для к^ФО (13) означало бы наличие в устойчивой 
слоистой системе статических неоднородных, модулированных в простран­
стве деформаций при отсутствии внешних напряжений, что противоречит 
теореме единственности в теории упругости [5]. Условие (13) отвечает, 
но-видимому, неустойчивости слоистой системы.

Отсутствие решений для к0ФО в конкретной слоистой системе не озна­
чает отсутствие ветвей медленных волн со скоростями v< vr, vs. Однако 
точки рождения п характер зависимости v(k)  этих ветвей нуждаются в 
дальнейших исследованиях. Существование медленных рэлеевских волн в 
интервале 0^ u < v r для жесткого слоя в специальном случае С<  1, р/р'<1 
(малое возмущение антисимметричной ветви зависимости v(k)  для изо­
тропной пластинки) и при малых толщинах слоя к<  I было показано в [6].

Таким образом, в слоистых звукопроводах, состоящих из поперечно- 
изотропной подложки с мягким поперечно-изотропным слоем в интервале 
скоростей v t ^ v ^ v r  существуют рэлеевские волны, для которых зависи­
мость v(k)  имеет бесконечное множество ветвей. Первая из этих ветвей 
начинается со значения скорости рэлеевской волны в подложке vn при 
к= 0, а все последующие ветви начинаются со значения скорости объемной 
поперечной волны в подложке vT. ПАВ вначале состоит пз эллиптически

в(Й



поляризованных волн в подложке и линейно поляризованных волн в слое. 
При увеличении толщины слоя в пределе скорость ПЛВ в каждой
ветви асимптотически стремится к скорости объемной поперечной волны 
к слое Vi. Характер поляризации волп в слое при увеличении толщины 
слоя также изменяется: они становятся частично поляризованными, когда 
скорость ПАВ становится меньше скорости объемной продольной волны 
в  слое vt.

В интервале скоростей ПАВ целиком состоит из эллиптически
поляризованных волн в подложке и в слое. В этом интервале могут су­
ществовать рэлеевские Г1АВ щелевого типа, имеющие не более двух ветвей 
зависимости и(к), которые начинаются со значения скорости объемной 
поперечной волны в слое vt. Зависимость v (к) здесь может быть немоно­
тонной, так что каждое значение скорости ПАВ может иметь место не 
более чем при четырех различных толщинах слоя. В этом же интервале 
скоростей могут существовать медленные рэлеевские волны, имеющие не 
более четырех ветвей зависимости v(k).  В пределе &-►«> здесь могут су­
ществовать два асимптотических значения: скорость рэлеевской ПАВ в 
слое vr и скорость ПАВ Стоунли на границе подложки и слоя v8.

Автор искренне благодарен В. П. Плесскому и В. И. Алыпицу за пло­
дотворные дискуссии.
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