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Выведены формулы для эффекта Доплера в движущейся среде и 
для изменения направления распространения звука, излученного дви­
жущимся источником. Применение полученных формул в конкретных 
задачах иллюстрируется двумя примерами.

В литературе (см., например, [1—4]) эффект Доплера обычно рас­
сматривается в неподвижной среде. Обобщение классических формул для 
эффекта Доплера на случай движущейся среды представляет интерес для 
акустики океана, где учет влияния течений на распространение звука ста­
новится актуальной задачей, и для атмосферной акустики, где скорость 
ветра зачастую сравнима со скоростью источника или приемника. Движе­
ние узконаправленного источника должно приводить еще к одному эф­
фекту — к изменению направления распространения звука. Благодаря это­
му эффекту движение вертолетов или кораблей с расположенными на них 
узконаправленными антеннами может приводить к существенному изме­
нению геометрии озвученной области пространства. Настоящая статья 
посвящена теоретическому рассмотрению эффекта Доплера в движущейся 
среде и анализу изменения направления распространения звука, излу- 
чепного движущимся источником. Заметим, что в литературе эти вопросы 
ранее не освещались.

Вывод формул, описывающих рассматриваемые в статье эффекты, про­
ведем на примере источника, создающего плоскую волну. Отметим, что 
полученные при этом формулы справедливы также для других источни­
ков, если звуковую волну в точке наблюдения можно считать квазипло- 
ской. Предположим, что характерные масштабы изменения скорости звука 
с и скорости движения среды v много больше длины волны X и размеров 
источника а. В такой крупномасштабной среде изменение направления 
распространения звука обусловливается не только движением источника, 
но и рефракцией звука. С другой стороны, рефракция звука приводит к 
тому, что в неоднородной среде приходящий из источника в точку наблю­
дения луч не совпадает с аналогичным лучом в однородной среде. По­
скольку эти лучи составляют с направлением движения источника разные 
углы, то в точке наблюдения частота звука для однородной и неодно­
родной сред будет различной. Рефракция звука подробно изучена в лите­
ратуре, поэтому в настоящей статье рефракцией будем пренебрегать. Для 
этого вблизи источника выделим область пространства с характерным мас­
штабом, много большим %, а, в которой с, v постоянны и равны си v,. Фор­
мулы для эффекта Доплера и изменения направления распространения 
звука при движении источника выводятся именно для этой области 
пространства. Если же точка наблюдения находится вне выделенной об­
ласти, то изменение частоты и направления распространения рассчиты­
ваются по этим формулам и известным соотношениям для рефракции 
звука.

Пусть источник плоских воли движется с постоянной скоростью и, 
относительно неподвижной прямоугольной декартовой системы коорди­
нат К , в которой радиус-вектор R =(# , у, z). С источником свяжем движу­
щуюся со скоростью Ui систему координат K iy в которой радиус-вектор 
Ri =  (#i, Уи zi)- Без ограничения общности считаем, что плоскость, содер-
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жащая векторы u,, v,, совпадает с плоскостями z = 0 и z ,= 0. В этом слу­
чае преобразование системы координат К  к системе координат Я, имеет 
вид z — Z j ,  r= r,+ u ,f, где г=(;г, у), rt = (xly у,), t  — время. Звуковое поло /?, 
■создаваемое в однородной неподвижной среде источником плоских волп, 
находящимся в системе координат K iy имеет вид

р{R,, t)=exj)(—m lt+iqzi+i7trl).
В выражении (1) о),=/сс, — частота источника, х и q — проекции волново­
го вектора k = (x , q) на плоскость хи */i и на ось z,. Рассматриваемая 
плоская волна распространяется в направлении единичного вектора п =  
=k/ifc=(e cos 0, sin 0) (см. фиг. 1). Здесь единичный вектор е= х /х  опре­
деляет азимутальное направление 
распространения волны, 0 — угол 
скольжения, причем для определен­
ности считаем О=^0<я/2.

Движение источника и среды 
приводят к изменению звукового 
поля, определяемого выражением (1). 
Сначала рассмотрим это изменение в 
системе координат Ки в которой 
источник покоится, а вектор скоро­
сти движения среды V , — и, лежит в 
плоскости х и у |. В этой системе ко­
ординат звуковое поле, создаваемое 
рассматриваемым источником, имеет 
вид [5]

/>(Ri, t )= A  ехр(—i(Oit+
+iqlzi+ ix  г,), (2)

Фиг. 1. Расположение векторов s, n, nt 
в пространстве

где #,==[ (со,—x(v,—и ,))2/с,2—х'2]^ — проекция на ось z, волнового вектора, 
А — \ —x(v ,—u,)/co, — амплитуда. В системе координат Kt частота со, 
связана с волновым вектором k, =  (x, q{) рассматриваемой плоской волпы 
дисперсионным уравнением

о,=/с,С1+х(у,—и,).
При V , — и , = 0  выражение ( 2 )  переходит в  ( 1 ) .

Единичный вектор нормали к волновому фронту плоской волны, опре­
деляемой выражением (2), равен n ,= k ,/k ,= (e  cos 0,, sin0,). Азимуталь­
ное направление вектора п, совпадает с азимутальным направлением век­
тора п, а угол скольжения 0,, вообще говоря, отличается от 0 (см. фиг. 1). 
Выразим угол 0, через угол 0. Для этого воспользуемся соотношением 
cos0i=x/ft„ справедливым при q*>0. Подставляя в это соотношение зна­
чение к{ из дисперсионного уравнепия (3) и учитывая, что coi=fcc,, a cos 0=  
=x/ft, получим

cos 0, =
COS0

1 — cos0e(v1—u,)/c,

Можно показать, что при д,2̂ 0  правая часть выражения (4) меньше либо 
равна 1. Если же д,2< 0, то выражепие (2) описывает неоднородную пло­
скую волну, распространяющуюся в направлении вектора е. В этом слу­
чае 01= 0.

В неподвижной системе координат К  выражение (2) для рассматри­
ваемой плоской волпы принимает вид

р(R, t )= A  ехр(— Ш +iqiZ+ixr). (5)

Из (5) следует, что при переходе к неподвижной системе координат вол­
новой вектор к ,= (х , <7,), остается постоянным, а изменяется частота со, 
•определяемая следующим равенством:

со=со,+к,и1. (6)
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В формуле (6) мы учли, что xu i= k1u1. Эта формула выражает эффект- 
Доплера и связывает частоту о), плоской волны, излученной движущимся 
со скоростью Ui источником, с частотой со, воспринимаемой неподвижным 
наблюдателем. Из (6) следует, что для фиксированной плоской волны, 
характеризуемой вектором и, эффект Доплера не зависит от скорости сре­
ды. Этот результат легко объяснить физически. Движение среды приводит 
к изменению показателя преломления, который не влияет на частоту 
фиксированной плоской волны.

Однако, в большинстве случаев представляет интерес не эффект Допле­
ра (6) для фиксированной плоской волны, а изменение частоты волны, 
излученной в заданном направлении. Поскольку направление распростра­
нения плоской волны зависит от скорости движения среды v,, то и эффект 
Доплера для распространяющейся в заданном направлении волны зави­
сит от у,. Обозначим через s, единичный вектор в направлении от источ­
ника к приемнику. Введем систему координат К , движущуюся со ско­
ростью среды v,. В этой системе координат среда неподвижна, скорость 
источника равна Ui—Vi и по классической формуле для эффекта Доплера 
частота С1>'=со4/[1—Si (iii—v,)/c,]. Наблюдатель, находящийся в неподвиж­
ной системе координат, движется относительно системы координат К  со 
скоростью — Vi. Поскольку в системе координат К ’ среда неподвижна, то 
регистрируемая наблюдателем частота cD=G/(l+SiV,/ei). Исключая из 
последних двух формул частоту со', приходим к формуле

l  +  SjVi/Ci
03=01 ------- w— *l+S^V .-U  0 /с,

При vi=0 формула (7) переходит в классическую формулу для эффекта 
Доплера [1—4]. При v ^ O  формула (7) обобщает эту классическую фор­
мулу на случай движущейся среды.

Перейдем теперь к рассмотрению эффекта изменения направления 
распространения звука, излученного движущимся источником. Этот эф­
фект обусловливается, во-первых, изменением направления распростра­
нения плоской волны в системе координат К 1у связанной с движущимся 
источником. Как показано выше, в системе Кл единичный вектор нормали 
к волновому фронту рассматриваемой волны ni =  (e cos 0t, sin 0>) не совпа­
дает с вектором n= (ecos 0, sin 0), характеризующим направление распро­
странения волны при Ui=v,=0. При этом угол 01 выражается через угол О 
по формуле (4). Во-вторых, рассматриваемый эффект обусловливается 
аберрацией звука — изменением направления распространения плоской 
волны при переходе от движущейся системы координат if, к неподвиж­
ной К. В неподвижной системе координат К  направление распростране­
ния звуковой волны задается единичным вектором s=(pcoscc, sin а), 
касательным к звуковому лучу. Здесь р — единичный вектор, опреде­
ляющий азимутальное направление s, а  — угол скольжения (см. фиг. 1). 
Из выражения (5) следует, что в системе координат К  единичный век­
тор нормали к волновому фронту рассматриваемой волны равен п,, 
т. е. совпадает с аналогичным вектором в системе Кл. Поэтому вектор s 
определяется следующими соотношениями (см., например, [6]):

Щ+Vi/ct (ecosBt+Yi/c^sinBi) ^
| n1+V,/c1 | | П,“1"У1/ C\ |

Вектор p однозначно задается углом я|> между векторами е и р. Считаем, 
что — положительным значениям я|) соответствует поворот векто­
ра р против часовой стрелки относительно вектора е. Из (8) следует, что 
p= (ecos 9i-bv,/ci)/|е  cos 0i+v,/c,| . Из этой формулы находим угол ty:

sin ^=(e_Lv,/c ,)/[(cos 0i+ev,/c1)2+ (eJ.v1/c1)2] \  

cos iJ>=(cos 0i+ev,/c,)/[ (cos 0i+ev,/c,)2+ (e xv1/c,)2]v?.
Здесь вектор e_L получается поворотом вектора е в плоскости х, у на угол 
ч/2 против часовой стрелки.
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(10)

Из соотношений (8) находим угол скольжения а:
Г cos2 01+2 cos Bievj/Ci+^iVc,2 Vh

cos a  =  1--------------------------------------
l l+2cos0,ev1/c1+y12/c l2 J

Таким образом, формулы (4), (9), (10) определяют изменение азиму­
тального направления распространения плоской волны и ее угла скольже­
ния, вызванные движением источника и среды. Эти формулы выражают 
изменение направления распространения звука, излученного движущим­
ся источником в движущейся среде. Для неподвижной среды эти формулы 
существенно упрощаются. В этом случае из (9), (10) следует, что г|>=0, 
ce=0i. Поэтому в неподвижной среде движение источника приводит к из­
менению угла скольжения излученной волны в соответствии с формулой
(4) и не приводит к изменению азимутального направления распростра­
нения этой волны. На фиг. 2 изображена зависимость угла 0, от угла 0,

1; 7' -  -1

рассчитанная по формуле (4) при 1Л=0 и разных значениях числа Маха 
M=eujci.

Рассмотрим, как видоизменяется полученная выше формула (7) для 
эффекта Доплера, если источник неподвижен, а приемник движется с 
постоянной скоростью и2. Вблизи приемника выделим область пространст­
ва, в которой с, v постоянны и равны с2, v2. Предположим, что источник, 
частота которого равна (о, находится в этой области пространства. Рас­
смотрим систему координат К2у движущуюся со скоростью источника и2. 
В этой системе координат источник движется со скоростью — и>, скорость 
движения среды равна v2—u2, а приемник пеподвижен, так что измеряемую 
им частоту (о2 можно определить из формулы (7). Подставляя в (7) ско­
рость источника и скорость движения среды относительно системы коор­
динат К2, получим

l+ s 2(v2—и2)/с2
(02=0)

l+ s 2v2/c2
(И )

где s2 — единичный вектор в направлении от источника к приемнику.
В неоднородной крупномасштабной движущейся среде вблизи источ­

ника и приемника, которые также движутся, можно выделить области про­
странства, в которых справедливы формулы (7) и (11). Входящие в эти
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формулы векторы s,, 2, vlf 2, uie 2 определены относительно некоторой 
выбранной системы координат К0. Рассмотрим звуковую волну, излучен­
ную источником н приходящую в приемник. В неоднородной среде на­
правление распространения этой волны изменяется, поэтому S i^s2. Одна­
ко частота этой волны со в системе координат К0 остается постоянной. 
Исключая из (7) и (И ) частоту о), получим

_  1+SjVj/c, l+ s 2(v2—и2)/с2 
0)2 0)1 l+S^Vi—Ui)/ct l+ s 2v2/c2

Эта формула выражает эффект Доплера в наиболее общем случае, когда 
источник и приемник движутся со скоростями Ui и u2 относительно систе­
мы координат К0, а неоднородная движущаяся среда является крупно­
масштабной. Отметим, что эффект Доплера в неоднородной движущейся 
среде не должен зависеть от выбора системы координат К0. (Галилеева 
инвариантность эффекта Доплера легко доказывается для случая однород­
ной равномерно движущейся среды.)

Полученные выше формулы для эффекта Доплера в движущейся сре­
де и для изменения направления распространения звука при движении 
источника могут найти применение во многих практических задачах. 
В заключение работы коротко рассмотрим две такие задачи. Сначала про­
анализируем излучение звука антенной с узкой диаграммой направлен­
ности (порядка 15°), установленной на вертолете. Из формулы (4) сле­
дует, что при скорости вертолета Ui=50 км/ч (ДГ«0,04) изменение на­
правления распространения звука из-за движения вертолета может пре­
восходить угловую ширину диаграммы направленности. При большей 
скорости вертолета и{ разность 10,—0 1 увеличивается и при и,=200 км/ч 
(Л/^0,17) может превосходить 30° (см. фиг. 2). Поэтому при ориентации 
узконаправленных звуковых антенн с целью озвучивания с вертолета оп­
ределенного участка поверхности земли необходимо учитывать рассмотрен­
ный выше эффект изменения направления распространения звука при 
движении источника. В океане при скорости движения корабля щ =  
=  50 км/ч (Л/^0,0'1) изменение направления распространения звука мо­
жет достигать 8° (см. фиг. 2).

В качестве второй задачи рассмотрим вывод формулы для вычисления 
скорости ветра при акустическом зондировании атмосферы. Пусть со„. к„ — 
частота и волновой вектор нзлучепной содаром (акустической антенной) 
волны. Эта волна рассеивается на неоднородностях показателя преломле­
ния, движущихся со скоростью ветра v. Частота о)„ и волновой вектор кп 
принимаемой содаром рассеянной волны отличаются от со„ и ки. В систе­
ме координат, движущейся со скоростью v вместе с рассеивателем, часто­
та излученной волны оэ'= со„—k„v. Из формулы (6) следует, что частота 
принимаемой волны равна <оп= (1)'+ кпу. Исключая из последних двух фор­
мул со' и обозначая Ао)=(вп—со„, получим

Д(1)= (к п—k„) v. (12)
Формула (12) хорошо известна в теории акустического зондирования 

атмосферы (см., например, [7] ') . Входящие в (12) значения /сп и &„ в 
литературе считают равными /£„=/с„=со„/с. В моностатической схеме аку­
стического зондирования, когда излучение и прием звука осуществляется 
одним содаром, последнее соотношение и выражение (12) приводят к 
расчетной формуле Г'=Л(ос/2о)и, где V' — проекция скорости ветра па на­
правление распространения принимаемой волны. Неточность такого под­
хода к вычислению скорости ветра состоит в том, что равенство кп=/.*„= 
=со„/с справедливо для движущегося рассеивателя и неподвижной среды. 
На самом же деле среда и рассеиватель движутся с одинаковой ско­
ростью v. Поэтому в (12) kn= k n=a>J(c+nu\ ) 4 где nll=k„/k1I. Кроме того, 
в (12) следует учесть, что единичные вектора вдоль направления распро-

Заметим, что полученная в [8] формула для Дсо (см. формулу (5) работы [8]) 
не согласуется полностью с классической формулой для эффекта Доплера в слу­
чае движущегося источппка и неподвижного наблюдателя.
704



странения излученной и принятой волн равны sM= (n H+ v /c)/|nH+v/c| и: 
s„= (n n+ v /c)/|nn+v/c|, где пп= к п/к„. При моностатическом зондировании 
s„= —s„, так что формула (12) принимает вид

д coHsnv( I n n+v/c Г+1 n H+v/c I)
Дсо = ----------------— ------ ----------------- •(с+nHv)

Оставляя в этой формуле члены порядка v2/c2 и вводя проекцию скорости 
ветра па направление распространения принимаемой волны F=vs„, по­
лучим

У=Д(ос/ (сОо+Юп) • (13)
Таким образом, формула (13) отличается от принятой в литературе фор­
мулы У'=Д(ос/2(1)п. Можно показать, что с точностью до членов порядка 
v2lc2 ошибка Ди в определении скорости ветра, обусловленная отличием 
этих формул, равна A v= (V '—V)lcos 0=(v2/c)cos 0. Здесь 0 — угол между 
направлением скорости ветра и направлением распространения прини­
маемой волны. При 0=60° и с=330 м/с величина Ду=0,15 м/с при v=  
=  10 м/с и Ду= 0,6 м/с при v=20 м/с. Заметим, что приведенные зпачеиия 
Д*; могут превосходить экспериментальную ошибку измерения скорости 
ветра, равную 0,1—0,3 м/с (см. [7, 9]).  Поэтому вычисление проекции 
скорости ветра в моностатической схеме акустического зондирования ат­
мосферы следует проводить по формуле (13), а не по формуле V =  
=Дсос/2сои.
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