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ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ
С ЛОКАЛЬНОЙ МАССОЙ

Д у д н и к  Р . А . ,  М у з ы ч у к  О. В . ,  Ф ияксель  Э. А.

Проведен анализ виброакустических характеристик цилиндриче­
ской оболочки неограниченной длины с локальной неоднородностью, 
закрепленной вдоль образующей оболочки. Оценено влияние неодно­
родности на распределения скорости и давления в окружающем! среде 
в процессе звукового излучения цилиндрической оболочкой.

Анализу гармонических колебаний тонких цилиндрических оболочек 
с неоднородностями типа присоединенная масса посвящен целый ряд ра­
бот (см., например, [1—3]). Для практических приложений представляет 
интерес анализ влияния неоднородности и на акустические характеристи­
ки цилиндрической оболочки (ЦО). Этот анализ целесообразно провести 
для простейшей модели, характеризуемой малым числом параметров, что 
облегчает понимание физики рассматриваемых явлений и способствует 
построению в дальнейшем адекватных расчетных моделей звукоизлуче- 
ния неоднородных ЦО. При выборе модели использовались результаты 
работы [3], в которой, в частности, установлено влияние различных фак­
торов (учет тангенциальных сил инерции, растяжимости безопорного 
кольца) на вибрационные характеристики системы.

Рассмотрим модель ЦО неограниченной длины, вдоль образующей ко­
торой (при ф =л) жестко закреплена сосредоточенная по азимуту неодно­
родность, характеризуемая погонными массой т0 н моментом инерции 
/ 0 относительно поворота на угол $ вокруг нормали к поверхности оболоч­
ки. Ограничимся анализом простейшего случая, соответствующего низ­
кочастотным азимутальным колебаниям ЦО и будем пренебрегать тан­
генциальными силами инерции. Тогда, используя приближение техниче­
ской теории оболочек, с помощью принципа наименьшего действия [4] 
можно записать систему уравнений самосогласованной задачи о вынуж­
денных колебаниях неоднородной ЦО в упругой среде относительно нор­
мальной составляющей скорости оболочки v\
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где V — скорость смещения центра инерции неоднородности по нормали
к поверхности оболочки; *0 — угловая скорость поворота неоднородности 
относительно нормали к поверхности оболочки; условия (2) соответству­
ют жесткому закреплению неоднородности на поверхности оболочки г=а\ 
F=F{ф) — интенсивность внешней гармонической силы (например, в слу­
чае локальной силы, приложенной в точке ф=фь имеем F=(F(3l)/a)X 
Хб(ф—ф |)); и F <H), М{н) — внешние сила и момент силы, приложенной к
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неоднородности. В системе уравнений (1) использованы следующие без­
размерные параметры:

£=<o/(i),; а= т 0/(2птаа) ; //=А эф/а;

н = /0/ (МоЪа2) ; I0= m 0hoф2; р=А/(У12а); ( 3 )

о ) ,= с о о ? ;  со0=  ( 1 / а ) V £ / ( p e( l - v 2) ) ,
где |  — безразмерная частота внешней гармонической силы; о)0 — частота 
пульсирующих колебаний оболочки; а  — параметр неоднородности; тл= 
=р*Л — масса единицы поверхности оболочки толщины /г; х — параметр, 
характеризующий момент инерции оболочки; Аэф — эффективный размер 
неоднородности; /£, v, р, — модуль Юнга, коэффициент Пуассона и плот­
ность материала оболочки соответственно. В правую часть первого урав­
нения системы (1) входит давление р |г=эа, излучаемое при вынужденных 
колебаниях неоднородной оболочкой в окружающую упругую среду (г> 
^ а). Учет этого влияния окружающей среды будет проведеп ниже.

С целью последовательного выяснения влияния неоднородности на ха­
рактер вынужденных колебаний и излучение рассматриваемой модели 
представим решение задачи о вынужденных колебаниях ЦО в виде раз­
ложения в ряд но собственным формам колебаний неоднородной системы 
в вакууме [5]. В этом случае можно построить полную ортонормирован- 
ную систему собственных функций, основные характеристики которой 
удается получить в аналитическом виде, что и позволяет дать наглядную 
физическую интерпретацию влияния неоднородности на характер излу­
чения ЦО.

Предварительно приведем основные соотношения, характеризующие 
эти собственные функции. Учитывая, что неоднородная ЦО имеет плос­
кость симметрии при ср=0 согласно [3], можно выделить симметричные 
vq{l) и антисимметричные собственные функции vq{2\  которые в принятом 
приближении имеют вид

ТФ , sm Y ТФ
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ТФ( 2 )vq =  sin------
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где yq(i1 — собственные значения и — собственные частоты для сим­
метричных Ц = 1) и антисимметричных (1=2) собственных функций опре­
деляются согласно уравнениям задачи следующими соотношениями

1=1 1 + а^  f ctg у +  cth у ] / 2= 0, 
i=2  l+x'Y3[ctg'Y — ctl1T ]/(2nz) = 0t

(yq{i)/n) '\  О),=о)0р;,

(5)

О)

здесь q=2, 3 . . . . — номера корней характеристических уравнений неодно­
родной системы. Функции vqU) являются ортогональными (ортогональ­
ность с весом, зависящим от параметров неоднородности а  и х). В даль­
нейшем будем использовать ортонормироваиныс собственные функции

ч 'Г  (Ф)
v («) (ф)

< Ч ф) =yD(«)
я

V,(2) (ф)
У DwЯ

(6)

где Д /°  — нормы соответствующих форм колебаний.
Отметим характерные особенности собственных функций 4rq(i). При 

малых значениях параметров неоднородности а < 1, х <  1 решения харак­
теристических уравнений (5) имеют вид

yq{l)^qn[  l - a / 2], yqi2) — qn[l—7iq2l2]} (7)
з * 835



где q=2 ,3 ,4 , . . .  . В пределе а-*-0, х-»-0, когда sin^-^O и 7- ^ я ,  имеем
ч М - Ч ^ - д ъ  Ь<1)= 6.<,,- Л

4rg(,) =  (cos ?ф)/Уя, 4 V 2,=(sin дф)/Уя.
Таким образом, наличие неоднородности приводит к снятию вырож­

дения, когда £*<1>=̂ |д (2). Из соотношений (5), (7) следует, что масса не­
однородности (параметр а) оказывает преимущественно влияние на сим­
метричные формы колебаний, а момент инерции (параметр х) — на ан­
тисимметричные. При а^О , кФО происходит снижение собственных час­
тот системы.

Решение характеристических уравнений (5) удается получить и в 
практически важном случае больших значений параметров неоднородно­
сти а > 1, х >  1, когда

1

* +

1____ 1г-‘/л2.!’ая2(д-‘/4)

хя2(д—7«)— 1-*/Л4 J •
Как показывают расчеты, эти асимптотические выражения дают значе­
ния корней, например, для симметричных форм колебаний, с погреш­
ностью менее 5% для q=2 и менее 1% для 3 в области изменения па­
раметра а>0,3.

Под действием неоднородности происходит уменьшение расстояний 
между узлами 4V ° в окрестности неоднородности и снижение амплитуды 
пучности i$ точке закрепления массы для 4 V 11( ф = л ) ,  а для хР в(2| (ф = я) — 
уменьшение значения производной но сравнению с соответствующими 
значениями для однородной ЦО. Эти деформации возрастают с ростом 
параметров неоднородности а, х и с ростом номеров форм колебаний. 
Удобной для практических приложений мерой деформации собственных 
функций под действием неоднородности могут служпть значения коэффи­
циентов разложения Ч%(0 (<р) в ряды Фурье по собственным функциям 
однородной системы. Коэффициенты разложения aqm для симметричных 
функций Ч ',/1' (в ряды по cosmcp) и bqm для антисимметричных функций 
4 V 2) (в ряды но sin пир) определяются соотношениями

4 cos тл  73 sin 4 7 4 cos тп тп'f  sin 7
—. ■ —  1,1" j Uпт —  I ~ ~ %

У£>,(,) ч ' - ( т п ) к УО<2) 74- ( т я ) 4

где т—0, 1, 2, 3 , . . .  ; q=2, 3 , . .  . . Отметим, что в случае однородной си­
стемы ( а = 0, х = 0) коэффициенты разложения равны aqm=(\/} 'n)8qm,
Ьят=(ИУп)8дт, где 8дт — символ Кронекера. Результаты расчетов aq0, aql 
при q=2, 3, 4 (см. ниже) показывают, что ачт возрастают с ростом а  и 
стремятся к постоянным значениям.

а «20 «30 «40 <*21 «31 а 41
0,5 -0 ,0 9 2 5 0,07 -0 ,0 5 5 0 ,23 - 0 , 1 4 3 0 ,1 1
1,5 - 0 , 1 2 5 0,085 -0 ,0 6 2 5 0 ,275 - 0 , 1 7 3 0 ,12 5

Аналогичный характер имеют зависимости коэффициентов bqm от х (т=  
= 1 ,2 ,3 ) .

Отметим, что неоднородность приводит к такой деформации собствен­
ных функций, когда в разложении симметричных собственных функций 
Ч'У'Чф) с номерами q> 2 возникают члены разложения, соответствую­
щие пульсирующим ( т = 0) и осциллирующим (т=  1) колебаниям одно­
родной ЦО, т. е. а^Ф0, ад1Ф0. Для антисимметричных собственных функ­
ций 4%(2,(ф) при q> 2 возыикают члены разложения, соответствующие 
осциллирующим (т=  1) колебаниям однородной оболочки. Это обстоя­
тельство имеет важное практическое значение для задачи об излучении 
неоднородной ЦО.
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Анализ вынужденных колебаний неоднородной ЦО с учетом реакции 
окружающей упругой среды проведем известным методом [5], предста­
вив решение задачи о вынужденных колебаниях в виде разложения в 
ряды но собственным формам колебаний системы в вакууме:

а>

* ( ф) = | > . Е  ( С ' р Г  ( < p ) + C < ‘ (ф )), (10)

где Vo — размерная амплитуда, Cq{i) -  искомые амплитуды разложений 
скорости, которые можно определить из решения соответствующей систе­
мы алгебраических уравнении относительно Cq(l). Однако для построе­
ния этой системы уравнений с учетом влияния окружающей упругой сре­
ды на вынужденные колебания и излучение неоднородной ЦО целесооб­
разно использовать известное решение задачи об излучении неограничен­
ного цилиндра радиуса а с заданным распределением пормальной 
составляющей скорости на его поверхности. С этой целью, используя раз­
ложения xFg(,) (ф) в ряды Фурье, представим (10) в виде

где ет= 2  при т= 0 и ет=1 при т>  1. Известно [5], что создаваемое в 
окружающей упругой среде (г^а)  давление имеет вид

оо

/г(г,ф)=рс;;0Х | i
Н™ (кг)

t n = 0
[Н ^(к а )У

(Ат cos ту+Вт sin mep), ( 12)

где рс — волновое сопротивление среды, к=(д/с\ ffm(i)(kr) — функция 
Ханкеля первого рода m-го порядка. Здесь члены с т = 0 соответствуют 
излучению монопольного типа, создаваемому пульсирующими колебания­
ми цилиндра; члены с т=  1 — излучению дипольного типа, создаваемому 
осциллирующими колебаниями цилиндра.

Подставим (10) в уравнения задачи. В результате, использовав 
свойство ортогональности собственных функций 4V ° и поменяв в 
р |г=а (12) порядок суммирования, получим систему алгебраических 
уравнений относительно амплитуд Cq{,) (10), структура которой аналогич­
на системе уравнений, описывающей вынужденные колебания пластинок 
в среде [5]:

С ?  Z™+г Z {Q?  = f i ‘\
г-2

4 <> =  [ ( |Г ) г- 1 2] ( - г 1 ) - ,+2Д.

2_

. Ят> (ка) 
т 1 [Н ^ { к а )У '

где Zq{i) — механический импеданс q-й формы колебаний неоднородной 
системы с собственной частотой £g<z> (5); А — безразмерный параметр соб-

со

* (1) V 1
Zqr Л Zmflqm(̂ rm

т ~  О
ОО

г<2)
•qr Zjubqmbrmi

m =  1
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Ственных потерь в системе; |=<o/coi — безразмерная частота (5); Zqr(l) — 
импеданс излучения #-й формы колебаний (при q=r) и взаимодействия 
q-ii и г-й форм колебаний неоднородной ЦО через окружающую упругую 
среду; aqm, ^„.-коэффициенты разложений собственных функций xVqU) 
в ряды Фурье; Z„, — импеданс излучения т-й формы колебаний однород­
ной ЦО [5]; е=рс/(/тг,со1) — безразмерный параметр, характеризующий 
взаимодействие тонкостенной оболочки с упругой средой, равный отно­
шению волнового сопротивления среды рс к инерционному импедансу 
единицы поверхности оболочки тао)ь взятому на частоте со,.

В системе уравнений (13) члены с е учитывают влияние среды на 
низкочастотные колебания неоднородной ЦО. Согласно (13), азимуталь­
ные формы колебаний неоднородной ЦО в среде оказываются связанными 
между собой в отличие от однородной ЦО. Эта особенность поведения не­
однородной ЦО определяется деформацией собственных форм колебаний 
Чг9<<) в результате действия неоднородности. Отметим, что для рассматри­
ваемой системы симметричные и антисимметричные формы колебаний не 
связаны между собой.

В системе (13) коэффициенты fq{l) зависят от характера впекшей за­
данной силы. Например, в случае локальной силы F=(F0/a)S(ф—срО 
имеем /« /'^Ч У 'Ч ф ), / , (2)=*4%<г)(срЦ и i;0= F 0/ ( ^ ^ cb,). В практически 
важном случае, когда локальная сила приложена к неоднородности, т. е. 
<pi=jt, будут возбуждаться только симметричные формы колебаний, для 
которых 4/ q(i,(cp=n):̂ 0 . Поэтому выбор способа возбуждения системы 
может оказать существенное влияние на значения амплитуд CQ{,) и, сле­
довательно, на виброакустические характеристики неоднородной ЦО.

Определив скорость у(ср) (см. (10), (11), (13)), при действии задан­
ной гармонической силы F=(FJa)8(<р—срО, можно рассчитать давление 
р(г, ф), излучаемое при этих низкочастотных колебаниях ЦО с помощью 
соотношения (12). Однако эта внешняя сила будет возбуждать и колеба­
ния ЦО как целого, что приведет к возникновению дополнительного ди­
польного излучения. Решение уравнения движения при осциллирующих 
вынужденных колебаниях ЦО вдоль направления ф=0 можно записать 
в виде

v=v0Ci cosср; С, =  C°SCj’1-  [ (1+а) { - i l )+ z Z ,] ~ \  (14)
Zn

где Z, — импеданс излучения ЦО при осциллирующих колебаниях (т = 1)
(13). Согласно [5], при условии (14) получим следующее выражение для 
давления при осциллирующих колебаниях оболочки как целого:

Pi=Pi cos ф,
_ eFp . Н[1) (кг)
Р' а 1 [Н\"(ка)У

Это дипольное излучение целесообразно использовать в качестве эталон­
ного, т. е. Pi=Pzt-

В результате общее нормированное излучение неоднородной ЦО мож­
но представить в виде p,l=Po0m/P:n= C'Osq)Ji-p/p^, где р определяется соот­
ношением (12). Оценим влияпие неоднородности на характер излучения 
ЦО (для определенности считаем ф1= я , когда антисимметричные формы 
колебаний не возбуждаются, и С(,{2) =  0), рассматривая поле в дальней 
зоне Ат>1, излучаемое цилиндром малых волновых размеров (/са< 1)

I 1 Г„(1)Г . 2̂0 , , . «22̂ « <11 1 Iри =  COS ф -г— 1 С2 — * —  "Г «21 cos ф-Г£ —; COS 2ф -Г . . . -h
Су I  ̂  ̂ К О  4:

+Сз(1) [ — +  «.-и cos ф-Н ——— сов2ф + .. .1 + . .  }, (16)
L ка 4 J >

где ka=n\N, N=a(iii/(nc) — параметр, определяющий размеры ЦО на ха­
рактерной частоте о,; (для рассматриваемых низкочастотных колебаний 
N<c l ) .
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Фиг. 1. Частотная характеристика нормированного давления />„(|) при 
различных значениях параметра а: 1 - 0 ; 2 -  0,5; 3 -  4,5

Рассмотрим в (16) предельный переход а-^0, соответствующий излу­
чению однородной ЦО, когда согласно (5), (Я) имеем

У , = !</<г)= 9 2, ачт=(1Ц~л)8чт.
В этом случае давление р„ (16) образовано суперпозицией дипольного 
излучения, квадрупольного излучения (q=m=2), возникающего при ко­
лебаниях ЦО с собственной частотой ( | g= д 2=4) и т. д. Влияние неодно­
родности (а^О) приводит, во-первых, к снижению резонансных частот 
колебаний £g(1)<tf2 при q>2; во-вторых, к деформации собственных форм 
колебаний Ч%(|), когда излучение каждой формы колебаний неоднород­
ной ЦО при q> 2 образовано суперпозицией излучения монопольного, ди­
польного, квадрупольного и т. д. типов, определяемых коэффициентами 
разложения aqm в (9). При этом для ЦО малых волновых размеров (/са< 
< 1) согласно (16) излучение монопольного типа значительно превышает 
вклад излучения дипольного типа, что объясняет более высокий уровень 
излучения неоднородной ЦО по сравнению с однородной оболочкой.

В качестве иллюстрации на графиках фиг. 1 представлена частотная 
характеристика излучаемого нормированного давления /?„(£) в направле­
нии <р=0, соответствующая возбуждению локальной силой, приложенной 
к неоднородности ф ,=я. Расчет проведен для ЦО из стали, находящейся 
в воздухе, когда е=0,35, N=1,43 Ю “2 при a/h=100. Параметр собствен­
ных потерь 2Д=0Д. В этом случае среда оказывает слабое воздействие 
на колебания ЦО, что позволяет наглядно проследить влияние парамет­
ров неоднородности на изменение характера излучения системы. При а =  
= 1 ()-2 излучение практически совпадает с излучением однородной ЦО 
(когда а = 0 ) . Превышение над уровнем эталонного излучения рэт (15) 
достигает ~10 дБ на резонансной частоте формы колебаний с q=2, при 
5 ^ 3  значение излучаемого давления на резонансных частотах убывает 
как q2. При увеличении массы неоднородности (параметра ос) уровень 
излучаемого давления на резонансных частотах £ = |9(,) (5) резко возра­
стает; при а=0,5  достигает наибольших значений ~20 дБ и затем мед­
ленно спадает при «>0,5 (кривая 3 на графиках фиг. 1). Рост уровня 
излучения при а^О  но сравнению с а = 0  связан с деформацией собствен­
ных форм колебаний ЦО, когда излучение каждой формы Ч%(,) при q>2 
содержит монопольное излучение, которое согласно (12), (13), (16) про­
порционально M V (гс)аг/П и, как следует из соотношения (16), при ка<  ̂1
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Фиг. 2. Зависимость давления |/>н(<р) I от угла ф на резонансных часто­
тах второй формы колебаний неоднородной ДО при различных значени­
ях а: 1 -  а= 0 ; £2=3,992 (рн(0)=15,2; р н (к) =13,3); 2 - а = 0 ,2 ;  £2=3,559 
(МО) =123,1; дн (я) =124,1); 5 - а = 1 ;  §2=3,231 (ря(0) =127,2; рв(л) =

=127,6)

преобладает над излучением дипольпого, кв а дру дольного и т. д. типов. 
Наблюдаемый при а> 0 ,5  спад уровня излучения связан с особенностью 
деформации собственных форм колебаний, когда значения амплитуд 
гРУ1)(я) (4). (7), (8) в точке закрепления массы убывают быстрее по 
сравнению с ростом коэффициентов разложения aq0 (8), (9). С ростом 
частоты уровень излучаемого давления на резонансных частотах £ = ^ (1) 
при q>3 снижается, что связано с уменьшением значений Ч;д(1)(л) и aq0 
с ростом номеров q (аналогичный характер поведения рн(£) наблюдается 
и у однородной ДО). На графиках фиг. 1 хорошо заметен эффект сни­
жения значений резонансных частот неоднородной ДО с ростом а , т. е. 
%g{i)<q2 (5), (8). В области частот ниже частоты первой формы колеба­
ний ДО £<4 влияние неоднородности на излучение ДО практически не 
сказывается и здесь преобладает излучение дипольпого типа, связанное 
с движением оболочки как целого.

Особенности акустических характеристик, возникающие в ДО под 
действием неоднородности, представлены на графиках фиг. 2, где приве­
дены зависимости излучаемого давления рн от азимутального угла ср на 
резонансных частотах для q=2 при различных значениях а. При
а = 0  распределение излучаемого давления (16) представляет суперпози­
цию излучений дипольного и квадрупольного типов p*i (ф) —cos ср+
+Л/, cos 2<р, где Mi =ikaC2{{7(4С\Уя) — амплитуда квадрупольного излу­
чения, которая при резонансе | = | 2(1>= 4  является действительной вели­
чиной. Поэтому амплитуды излучаемого давления рн в направлениях ср= 
= 0  и ср=я различаются; в направлении ср=зт/2 добавляется лепесток, со­
ответствующий квадруполыюму излучению. С ростом а, когда а20=^0, из­
лучаемое давление ри представляет суперпозицию излучений в основном 
дипольного и монопольного типов: рн (ср) ^cos ср+Д/2, где М2= —1а20С2{1)1 
l(CJca). Так как ka<. 1, то излучение монопольного типа преобладает, 
н зависимость |рн(ф)| близка к однородной по азимуту. Аналогичный ха­
рактер зависимости рн(ф) наблюдается на резонансных частотах собствен­
ных форм колебаний неоднородной ЦО с номерами q>3. При частотах, 
отличных от резонансных М ф ) является более сложной. Авторы
признательны В. А. Звереву, Б. М. Салииу за полезные замечания и дис­
куссии.
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