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Проведено исследование влияния межмодовых связен через жид­
кость на колебания и излучение тонком однородной цилиндрической обо­
лочки конечпой длины, возбуждаемой сосредоточенной гармонической 
силой, направленной по нормали к боковой поверхности оболочки. Оп­
ределена область параметров оболочки, в которой следует ожидать наи­
большего изменении характера колебаний и излучения за счет взаимо­
действия мод оболочки.

Задача о колебаниях погруженной в жидкость цилиндрической обо­
лочки конечной длины принципиально отличается от задачи о колеба­
ниях бесконечно протяженной цилиндрической оболочки. Как отмечалось 
в монографии [ 1 ], ограниченность длины оболочки приводит к появле­
нию межмодовых связен через жидкость. И принципе, задача о колеба­
ниях оболочки конечной длины может быть решена с использованием 
метода конечных элементов и интегральных уравнений, как ото сделано, 
например, в [2]. Однако этот подход связан со значительными сложно­
стями при численной реализации и поэтому часто используют технику 
разложения по собственным формам колебаний оболочки в вакууме [ 1 ]. 
Представляет интерес исследование вопроса о влиянии межмодовых свя­
зен на колебания и излучение цилиндрической оболочки. Ограниченность 
длины оболочки приводит к появлению на ее концах двух кольцевых 
источников, ширина которых составляет приблизительно четверть длины 
изгибной волны Xs [1, 3]. Взаимодействие мод оболочки можно рас­
сматривать как взаимодействие этих источников.

Изменения картины колебаний и излучения следует ожидать в случае, 
когда длина звуковой волны Х0 сопоставима с размерами источников. Так, 
в работе [4], где рассматривалось влияние межмодовых связей на коле­
бания и излучение звука стержнем конечной длины, показано, что взаимо­
действие мод существенно только вблизи частоты акустического совпа­
дения [1] ,  когда выполняется условие Х0=ХЯ.

В области низких частот Х*<Х0, т. е. размеры кольцевых источников 
много меньше длины звуковой волны, наличие межмодовых связей не 
должно играть заметной роли (за исключением, быть может, отдельных 
частот, на которых взаимодействие мод носит резонансный характер 
[5, 6 ]). В области высоких частот {X*<L, где L — длина оболочки) крае­
вые эффекты также нс должны приводить к изменениям картины коле­
баний и излучения, поскольку площадь источников, сосредоточенных на 
концах оболочки, мала по сравнению с площадью боковой поверхности 
всей оболочки. Следовательно, можно предполагать наличие ограничен­
ного сверху и снизу диапазона частот, где учет межмодовых связей не­
обходим.

В настоящей работе обсуждаются качественные критерии эффектив­
ности взаимодействия мод и приводятся результаты точного расчета, под­
тверждающие справедливость сделанных оценок.

Колебания и излучение звука оболочкой определяются следующими 
параметрами [ 1 ]:
a=L/R, e=h/R, £=2лR/X0, v, ц=сР/с0, r= p 0c0/pecP, (?, где Л -р ад и ус обо­
лочки, Л —толщина стенок (предполагается, что h<R, т. е. оболочка тон­
кая), v — коэффициент Пуассона материала оболочки. £ — безразмерная 
частота, cp= ( £ 7 ps( l —v2) ) V: — скорость продольных волн в материале обо-
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-лочки, Е — модуль Юнга, ps — плотность материала оболочки, р0  — плот­
ность жидкости, с() — скорость звука в жидкости, Q — добротность колеба­
ний оболочки в вакууме.

Представляет интерес определение области значений этих параметров, 
в которой взаимодействие мод оказывает существенное влияние на коле­
бания и излучение оболочки, и анализ изменений в картине колебаний 
и излучения при учете межмодовых связей.

Прежде всего заметим, что вследствие ограниченности оболочки основ­
ным параметром, оказывающим влияние на величину связи между мо­
дами, является параметр а. Собственные частоты изгибных колебаний 
оболочки существенным образом зависят от параметра е, поэтому он 
также оказывает влияние на степень связи между модами.

Рассмотрим колебания в жидкости однородной цилиндрической оболоч­
ки конечной длины, шарнирно опертой по краям и продолженной беско­
нечными акустически жесткими цилиндрическими экранами, при возбуж­
дении ее сосредоточенной гармонической силой вида Л ехр(—mt),  на­
правленной по нормали к боковой поверхности оболочки.

Степень связи между осцилляторами в консервативных системах при­
нято характеризовать параметром связанности [7],  который в данном 
случае вводится следующим образом:

mrX>hq
I U n 2 - | U 2

где vmknq — жесткость связи между модами тп и hq, £mn, £hq — парциальные 
частоты мод тп, kq.

Поскольку моды с различными номерами в окруяшом направлении 
не взаимодействуют [8 ], положим к=т  и в дальнейшем рткпЯ=ртпЯ,
^mknq Ymnq-

Рассматривая систему двух связанных мод как линейный пассивный 
четырехполюсник и пренебрегая членами порядка ez, е3, запишем выра­
жение Д Л Я  Y m r i g  в виде

in\
"fm n k  ,  Z m n q  ( t m n j  C t )  ,

e?
(2)

mn

где Zmnq(^y a) — межмодовый акустический импеданс, определяемый выра­
жением [8 ]:

+ «  __________

^тпд (£э а)
4inq j  Hm()il—x2ts)Nnq(ху cc)dx

т — со Нт' { П - х 2Ъ )П -х '
(3)

Ит(у) — функция Ханкеля 1-го рода порядка т,
1

Nnq (х , £, a) =  ( Ж 2  _  -Щ Щ )  _  (nqUaf) 
sin2  (ж£/2 ), п, q — четные, 
sin (х^/2) cos (х£/2) п — четно,

Х q — нечетно.
. cos2  (&/2) пу q — нечетные

Оболочка, колеблющаяся в сжимаемой жидкости, даже при отсутствии 
потерь в ее материале не может рассматриваться как консервативная 
система. Необходимо ввести параметр, характеризующий соотношение 
между связанностью и потерями. Таким параметром может служить от­
ношение реальной части коэффициента связи между модами чтпя к вели­
чине декремента колебаний в одной из взаимодействующих мод:

УСтп

—  R b{Zmnn{t, mm « ) ) + ?  тп Ы Q г
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Физический смысл параметра хтп — отношение времени затухания ко­
лебании в моде тп к времени обмена энергий с другой модой. При этом 
Для простоты анализа не учитываем дополнительные потери, обусловлен­
ные ыеконсервативностыо связи.

Взаимодействие мод существенно в том случае, когда одновременно 
выполняются условия

(5а)
ти\(хтп, х , . (56)

Как уже отмечалось выше, наиболее существенна зависимость степе­
ни связи от параметра а. В области малых а ( а < 1)  дисперсионная 
характеристика изгибных колебаний оболочки такова, что зависимость
частоты от номера моды в осевом направлении имеет квадратичный ха­
рактер [9] в отличие от области се»1, где зависимость частоты от 
осевого номера моды слабая. При уменьшении а величина pmnq умень­
шается за счет увеличения мо-

Yдуля разности квадратов парци­
альных частот |£„,п2— В об­
ласти а > 1 , как видно из выра­
жения (3), с ростом а величины 
межмодовых акустических импе- 
даисов убывают и поэтому prnng 
также убывает. Следовательно, 
в области значений 1 < а < ° °  дол­
жен иметь место по крайней мере 
один максимум pmnq как функ­
ции а.

На фиг. 1 представлена зави­
симость функции Op =  max { | ртид |}

m , n . q

о

ш
I 1 
I \

/

г

\
\L/

G X

Фиг. 1. Зависимость функции г|) от пара­
метра а. Х=а, (а)

от параметра а  при е = 1 0 “ \  полу­
ченная путем расчета на ЭВМ по формулам (1) — (3) и выбора для каж­
дого сс максимальной величины \ p m n q \  из массива pmng при различных 
т, гг, q.

Нетрудно видеть, что функция *ф(а) имеет максимум. Наличие этого 
максимума обусловлено взаимодействием мод, имеющих близкие пар­
циальные частоты.

Остановимся теперь на условии (56). Парциальные частоты изгибных 
колебаний погруженной в жидкость цилиндрической оболочки конечной 
длины определяются приближенной формулой [ 1 ]:

(mi/а) 4

((ап/а)2 4- т2)2

, т^>0.

При достаточно малых е, удовлетворяющих условию

Оо (ягг/а)2 У1 2
e<mui

- р 3 У т г + ( п п / а ) г  ( ( п п / а ) 2 + г п 2 ) Ь
выражение для парциальных частот перепишется следующим образом:

2 Г1а(??гг+ 1)рдв ( r tra /o -)4

р (т*+(nn/a)*)*'  ™ '

Учитывая, что £»т ~Уе, а сопротивление излучения в области низких 
частот (£<ггггг) пропорционально £2m+1, можно показать, что при умень­
шении г радиационные потери перестают играть существенную роль и
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выражение (4) приобретает вид

Im {Z mnq (̂ mm а))

Из выражения (7) следует, что хтп прямо пропорционально доброт­
ности колебаний оболочки в вакууме. С другой стороны, как отмечалось 
выше, взаимодействие мод существенно при выполнении условия x™n>  1 . 
Исходя из этого, получим ограничение снизу на величину добротности 
колебаний оболочки в вакууме, при которой межмодовые связи могут- 
привести к заметным изменениям картины колебаний и излучения:

т п

п ) |Im (Z nnq (̂ mnj а))
(8)

В работе [8 ] приведены асимптотические выражения для акустических 
импсдансов мод цилиндрической оболочки в области низких частот
(Б « 1 , £ а « 1 ) :

Im (Zmnq) =m q' m>o nsmnq

2  л , ( 7  — нечетные,
t 2a 2—  7i, q — четные.

Отсюда

л 3гтпд 
i ^ o  2 n f a

1

1 2 p0m2  ((та)2 +  (я n)2f u 
psr|2cee (лтг) 4  (m2 +  1 )

?г, q — нечетные, 

/г, q — четные.

Расчеты но формуле (10) дают значение $ '= 0 ,3 4  для стальной обо­
лочки, погруженной в воду, при а = 3 , е =  10~2, т=п=1, q= 3. Поскольку 
значение Q для оболочек варьируется в пределах 1 0 —Ю3 [ 1 ], можно 
утверждать, что при расчете низших форм колебаний тонких оболочек 
учет межмодовых связей необходим.

Определим частотный диапазон, в котором возможен эффективный 
обмен энергией между модами. Прежде всего заметим, что при увеличе­
нии номера моды в осевом направлении уменьшается длина изгиб ной. 
волны и, следовательно, ширина кольцевых источников (см. выше). По­
этому взаимодействие мод низших порядков по длине должно приводить 
к большим изменениям картины колебаний и излучения, чем взаимодей­
ствие мод высших порядков.

Рассмотрим взаимодействие первой и третьей мод по длине (порядок 
мод в окружном направлении произволен). Для однородной цилиндриче­
ской оболочки конечной длины, погруженной в жидкость, как видно 
из (б), имеет место монотонное увеличение парциальных частот с ростом 
номера моды в осевом направлении. Предположим, что частота £ совпа­
дает с резонансной частотой какой-либо из мод, имеющих осевой номер 
п=3. Поскольку резонансная частота моды с п= 3 выше резонансной 
частоты моды с п=  1 , разность фаз колебаний в этих модах для случая, 
приложения силы в середине оболочки составляет Дф31= я /2 .

Предположим далее, что на частоте £ выполняется условие XJ2 =  
=  ( X s ) i = 2 L / 3 .  13 этом случае будет иметь место раскачка резонансной 
моды с тг=3 нолем, излучаемым модой с п=  1.

Действительно, запаздывание при распространении акустической вол­
ны, излучаемой модой с п = 1, из точки А в точку В (фиг. 2) составляет 
л/2. В то же время разность фаз между третьей и первой формами в. 
точке В  составляет — л/2. Следовательно, скорость частиц в акустической 
волне, излучаемой модой с п= 1, в точке В  совпадает по фазе со скоростью' 
колебаний в этой точке, создаваемой третьей модой.

Оценки показывают, что подобный эффект должен проявляться на. 
частоте £.=3л/2а, что для оболочки с отношением длины к радиусу а=3> 
составляет 1,57.
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В заключение приведем результаты расчета частотных зависимостей 
скорости колебаний оболочки и излучаемого поля при учете межмодовых 
связей. Рассмотрим стальную оболочку с параметрами а = 3 , е = 10 -2, 
<?=50, погруженную в воду и возбуждаемую направленной по нормали 
к оболочке гармонической силой вида F  е х р ( - Ш ) , приложенной в сере­
дине оболочки. Уравнения колебаний оболочки в жидкости приведены 
в Приложении. Использована теория Кениарда [10 ], которой отдается 
предпочтение в отечественной литературе.

Результаты расчета частотных зависимостей амплитуды скорости ко­
лебаний в точке возбуждения и модуля поля, излучаемого оболочкой в 
направлении действия силы, приведены на фиг. 3, 4 соответственно. Ско­
рость колебании нормирована на величину v0=iF/2npsRLh(i), поле­
на P 0= F /2Л-о I |, где г0 — радиус-вектор из точки приложения силы в 
точку наблюдения.

Как видно из фиг. 3, область частот, в которой имеют место значи­
тельные изменения картины колебаний, лежит в районе частоты £ = 1 ,6 , 
что с хорошей точностью согласуется с приведенной выше оценкой. При 
этом в отличие от пластины, в которой взаимодействие мод приводит к 
изменениям картины колебаний в узких частотных областях, примыкаю­
щих к парциальным частотам пластины, взаимодействие мод цилиндри­
ческой оболочки приводит к изменениям в более широкой полосе частот. 
Широкополосность эффекта взаимодействия обусловлена большей, чем для 
пластины, степенью вырождения мод цилиндрической оболочки.

Из фиг. 4 можно видеть, что па частотах выше частоты £= л /а= 1,05 , 
что соответствует условию пространственного синхронизма мод с п= 1 , 
учет взаимодействия мод приводит к увеличению излучения за счет по­
явления связей между добротными акустически медленными формами с 
л > \  и согласованными со средой акустически быстрыми формами с п= 1 .

1 1 ри расчете излучения звука оболочкой необходимо учитывать вза­
имодействие большего, чем при расчете колебаний, количества мод. Ре­
шение сходится только при Ап^И. Это говорит о значительном влиянии 
гмежмодовых связей на характер распределения давления но поверхности 
оболочки.

Медленная сходимость решения по А?г при расчете поля, излучаемого 
•оболочкой, может быть объяспена следующим образом. Как уже отме­
чалось выше, взаимодействие мод обусловлено интерференцией кольцевых 
источников, сосредоточенных по краям оболочки. Параметр Фраунгофера 
для этих источников, который можно ввести следующим образом: р= 
=X.*lXoL, в интересующей области частот 1 < £ < 3  имеет величину порядка 
единицы, что соответствует Френелевской области дифракции, где, как 
известно, имеет место осцилляторная зависимость интенсивности излу­
чения от параметра Фраунгофера [И ].
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Фиг. 3. Результаты расчета частотных зависимостей амплитуды нормальной 
составляющей скорости колебаний: 1 -  расчет без учета межмодовых связей; 
2 -  при учете взаимодействия с ближайшими модами -  Дп= | п—д | <2; 3 —

Ди<4; 4 -Д /г^6 . X = l ,  Y=w[x0, 0), дБ

Ф иг. 4. Результаты расчета частотных зависимостей уровня излучения: 1 — 
расчет без учета межмодовых связей; 2 - Д Ж 2 ;  3 -  Д л < 4 ;  4 - Д / г < 6 ;  X = ‘Q.

У = |Р (г,е= 0 ,ср= 0)/Р 0|

Таким образом, оценки на основе простых физических соображений 
хорошо согласуются с результатами расчетов. Эти оценки позволяют, во- 
первых, определить область геометрических параметров оболочки, в кото­
рой имеет место максимальное влияние межмодовых связей иа колебания 
и излучение оболочки, и, во-вторых, определить область частот, где эти. 
связи необходимо учитывать при расчетах.

В заключение автор выражает благодарность Л. А. Островскому за 
полезные замечания и интерес к работе.
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П р и л о ж е н и е

Уравнения колебаний оболочки в жидкости. Уравнения колебании оболочки с 
учетом гидродинамических сил со стороны жидкости выглядят следующим образом:

L \= B (F n -P \sn), (П.1)
V2P+ (со/со) 2/>= О, (П.2)

дР
—  =  icop0(v,n), (П.З)
дп

А  /X
где Ly В -  матричные дифференциальные операторы, вид которых определяется тео­
рией колебании оболочки в вакууме [9].

Решение уравнений (П.1)-(П.З) для случая шарнирного опиранпя по краям 
(их(х, ф) = у(я> ф) =  ш(а:, ср) — и?хх(ху ф), х=0у L) может быть представлено в виде

тп cos (шр) cos (лnx/L)

vm7i sin siu (япх/L)

wmn cos (ШР) s*n (nnxlL)

(П.4)

где u, uy w -  продольная, тангенциальная и нормальная компоненты вектора ско­
рости колебаний v, ф -  полярный угол в системе координат, связанной с оболочкой 
(ось х системы совпадает с осью оболочки), отсчитываемый но часовой стрелке от 
вектора силы Р:

р | s =  роСо ̂  Z,n,«i(£ ,« )  wmq cos{т, ф) sin (nnx/L) , (П.5)
ntnq

где Zmnq(X>, а) -  акустический импеданс, определяемый выражением (3).
После процедуры нормализации уравнение (П.1) с учетом (11.4), (П.5) запишет­

ся следующим образом:

а ‘ 111,1 ” 11 ти п +  Я  i 2 п  Vtu  п  +  а  1 3 1,1 П W  т п  с  1.Win .77 П1П777 л.ШИ

«21т"«„т + a22mn Sm„ + aMmnwmn + с2.тп

« 3i  "иш п +  Яз2”,п^ т п  +  « з з т п гет „ +  С3

%mnqWmq..b™" f ,?m,
Я

(П.ба)

%mnqWmq= b2mnfmn, 
Я

(П.66)

Z mnqw mq= b 3mnf mn;

q

(П.бв)

iihjmn, c*mn, bkmn определяются выра-
жен иям и:

Л12»»=в2,тп= т (яя /а ) (i+v) (l- iQ -') /2 ,  

а,зтп=а31тп=\(лп/а)  (1

/  ( 1 - v )  \
«*!-»= (Ун)* -  —  (itм/а)*+1»2 (1-'<?-')

а 2зп ,п=  — т ( \  -  { т 2— \ ) ve2/8 (1—v)) 
a32m n= - m ( i - L Q - 1),

а з з
т п

4 -v
1 + —  I ((лн/а)2 + т 2)2------------m

12 \  2(1—v) 2(1—v)

2+v \ \
+ ---------  (1 -iQ-1),

2(1—v) / 1

Cjmn=  -  ir i _ _ v _
Л 2(1—v)

Tin/a,
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V
Ь ,"*в=е(Ут|)

2(1—v) 
v

2(1—v) 

1—2v

nnla, czm"=ir
4  2(1—v) 

1—2v

m.

v / 1 —2 v \
62™« =  -em (y n)2r ^ — , cs"‘n= - i r ( e- 1+ :— —  ) (Уч),

— \ 2(1—v ) '

. m n .
/  l - 2 v  \
( e -1 + --------- ) (£/ii)2, fmn*=2en  sin ( n n x J L ) ,
\ 2 (l-v)/

я0-  точка приложения силы, em= l ,  ?n=0; cm=2, rci^O.
Система (11.6) решалась численно методом Гаусса. При се решении учитывались 

все моды, резонансные частоты которых лежали в интересующем частотном диа­
пазоне.

Поле определялось путем интегрирования

а Л*' |г | / /
(П.7)

Опуская выкладки, выражение (П.7) может быть приведено к виду
(П.8)

Р ( г ) = Р „ - ^  у 1, « , n (  C O S  0) + i  COS 0 /m '(t COS 0 )  У % m n  COS(m<p),
i n n  Q

где

2л n
cos (£asin 0

, n — нечетное,

%mn (лге)2 — ($a sin 0)2 I .

./,„(*/) -  функция Бесселя порядка m, 0

/  . a  sin 0 \
i sin (-----2---- j  » n —

arccos(Ft r)

четное.

Fill*
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