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АКУСТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ОКОЛО КРУГОВЫХ РЕШЕТОК,
ВОЗБУЖДАЕМОЕ ВРАЩАЮЩИМИСЯ ИСТОЧНИКАМИ ЗВУКА

О к уло в  В . Ж.

Рассматривается задача о взаимодействии акустического поля вра­
щающихся точечных источников звука (мопополей и диполей) с непо­
движными элементами нроточпой части центробежных гидромашин (кру­
говыми решетками, .моделирующими направляющий аппарат или лопа­
точный диффузор, и логарифмической улиткой, моделирующей спираль­
ную камеру турбины, насоса, вентилятора).

Основным источником гидродинамического шума в турбомашинах 
является вращающееся рабочее колесо. К причинам, порождающим уста­
новившиеся акустические колебания, в этом случае следует отнести 
воздействие потока, выходящего из рабочего колеса, на неподвижные 
элементы проточной части — шум взаимодействия; излучение от вибри­
рующих лопаток рабочего колеса — вибрационный шум; изменение 
давления на лопатках при сходе 
вихрей — вихревой шум; пульсации 
каверн на режимах кавитационного 
обтекания — кавитационный шум.
Перечисленные источники шума 
представляют собой вращающуюся 
периодическую систему излучателей 
звуковых колебаний, которую в нер­
вом приближении можно смоделиро­
вать круговой цепочкой вращающих­
ся точечных источников (для первых 
трех случаев диполями, а в послед­
нем монополямп). Такой способ 
моделирования «звука вращения», 
излучаемого гребными и воздушны­
ми винтами в свободное простран­
ство, использовался в ряде работ 
(см. [ 1 ] и библиографию к ней).
Попытка учета влияния твердых 
границ на распространение звуковых 
волн от вращающихся источников 
была сделана в [2]. Описанный в [2] 
метод может быть успешно применен 
для тел канонической формы.

В центробежных турбомашинах 
система тел, с которыми взаимодей­
ствуют акустические возмущения, 
излучаемые рабочим колесом, пред­
ставляет собой сложную конфигура­
цию неканонических областей, со­
стоящую из решеток направляющего 
аппарата или лопаточного диффузо­
ра и спиральной камеры кожуха

Фиг. 1. Неподвижная круговая решетка, 
моделирующая направляющий аппарат 
(а), и улитка, моделирующая спираль­

ную камеру турбомашины (б)
машины. Это обстоятельство сущест­
венно усложняет задачу. Однако для целого класса турбомашин при 
описании течения в проточной части может быть применена гипотеза 
о илоскопараллелыюсти течения, что упрощает рассматриваемую об-
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ласть. В этом случае лопатки направляющего аппарата и лопаточного 
диффузора будем моделировать плоскими круговыми решетками из N 
топких профилей (фиг. 1 , а), а улитку кожуха машины — отрезком лога­
рифмической спирали (фиг. 1, б). Обозначим через внешний радиус 
решетки (улитки), i?i — внутренний, а ф0 —угол, под которым видна ло­
патка из центра решетки (или угол раствора улитки).

В рамках модели идеальной сжимаемой жидкости рассмотрим поста­
новку задачи о распространении акустических возмущений от вращающе­
гося рабочего колеса через неподвижную круговую решетку или логариф­
мическую улитку. Поток жидкости будем считать адиабатическим и по­
тенциальным в абсолютной системе отсчета.

Чтобы описать акустическое ноле, распространяющееся от равномерно 
вращающегося рабочего колеса, рассмотрим уравнения абсолютного без­
вихревого движения идеальной сжимаемой жидкости во вращающейся 
с постоянной угловой скоростью Q системе координат О^г) [3]:

^  +  Q i^ -  +  div(pV<D)=0,
dr)

+ P = f(t) ,

где Ф — потенциал скорости абсолютного движения жидкости, д!jdt обо­
значает дифференцирование по времени в подвижной системе координат;

х — показатель адиабаты, р и р — давление и плотность, р«, и р„ — их не­
возмущенные значения.

Из уравнения неразрывности (1) и интеграла Коши — Лагранжа (2) 
с помощью (3) получим уравнение для определения потенциала абсолют­
ного движения во вращающейся системе координат:

|

, 0 д' ( д Ф \л.о Э ' ( д Ф \  , ,  3*Ф , 0+ 2v°T 5 дД / 2Уот 4 дА^I+Уот 1 <?|2 +2Уот lV”"
г дгФ дФ дФ

+Уот ^  +  Уот —  +  V „  „О •— -  =  а* Д (8Л)Ф , 
бг] дц

Э2Ф
д \д ц

+

— скорость звука; Уот$=дФ/д|—Йц и гл>тц= дФ/дг)+£2г] — составляющие отно­
сительной скорости во вращающейся системе координат; Т1)= б 2/б§2-Ь 
-\-д2/дг)2 — оператор Лапласа.

Потенциал скорости потока жидкости представим в виде двух состав­
ляющих:

Ф(6> Ч, 0-Фо(6, ч)+^(|, щ 0, (5)
3 дс Ф0 — соответствует стационарному во вращающейся системе коорди­
нат основному потоку жидкости, а ЧГ определяет малые нестационарные 
возмущения основного течения, которые представляют собой установив­
шиеся акустические колебания.

Используя предположение о малости акустических возмущений, после 
подстановки (5) в (4) линеаризованное уравнение для определения Ч?
ю т



может быть записано в виде

Ч',#+Ф 0*Чг <6+2Ф0чЧг|Ч—Qi] (24fft+2®ou4r5+2®0g4r« —Qri4/'u+ 
+2Ф оЧ̂ ,+ 2 Ф олЧ'1ч+ Й ^ 1ч+ЙЧ%)+ЙМ2Чг,п+2Ф опл̂ , +  (6)
+2Ф оч̂ + Й ^ лл+2Ф о|^ 1 + 2 Ф о1Ч^п--Йл ^ Бп-£ЗЧ^О =

= а 02Аа .ч)Ч^—(х—1) [ Ч ^ Ф 0̂ + Ф очЧ%-ЙпЧ^+Й£Чд Да . п)Фо,

где индекс снизу обозначает частную производную но указанной коор­
динате.

Учитывая, что в гидромашинах скорость основного потока много мень­
ше скорости звука, будем далее пренебрегать влиянием основного потока 
на распространение акустических возмущений. Тогда уравнение (б) пере­
пишется в виде

4F и—йт) (2 + Q I ( W n + Q l V n -
- Й Л V b - Q V i )  = a j  ДЛ л)Т*. (7)

Считая акустические колебания установившимися в подвижной системе 
координат, положим

Ч'(£> Л, *)“ »(& ц)ехр(-гш8). (8)
После подстановки (8) в (7) и перехода к  полярным координатам полу­
чим для определения амплитуды установившихся акустических колеба­
ний во вращающейся системе координат:

Д(г. 0)U+2ikoub—o2iiQ0+k2u=0, (9)
где А(г, ь)=дг/дг+д/гдг+д21г2д02 — оператор Лапласа в полярной системе 
координат; г, 0 — безразмерные полярные координаты, отнесенные к Ri\ 
k=(oRJa00; o=QRJax .

Определим элементарное решение уравнения (9), которое соответству­
ет точечному монопольному источнику акустических колебаний единич­
ной интенсивности и частоты (о, вращающемуся с постоянной угловой 
скоростью Й по окружности радиуса г0. Тогда, в подвижной системе коор­
динат ОгО его положение может быть определено точкой с координатами 
(г0, 0о), а амплитуда g(r, 0; г0, 0О) индуцируемых им колебаний удовлет­
воряет уравнению

£ 1  + 2а„^£ + £ £  + t !g-6(e-e,)6(r-ro)/r, (ю>

где б (г—г0) и 6(0—0О) -  дельта-функции Дирака. В силу периодичности 
по 0 представим функцию g в виде

со

ёг(г>0 ;roi0о)= ^«(r) e’s<0_o°)- (И),
8 — »

После подстановки (И ) в (10), умножения результата па ехр(—гр0) 
(р = 0 ± 1 ,.. .)  и интегрирования по 0 от 0 до 2л получим уравнения для 
определения коэффициентов разложения (И ):

К  +  —  h.'+  ( ( k - o s y  -  4) ■h. =  6 )- , (12).
г ' у ' 2л.г

где штрих обозначает дифференцирование по г, .9=0, ± 1 , . . .
Решение неоднородного уравнения (12) может быть записано в 

виде [4]
, , ____ i_ h  (*Vo) П ? (кЛ  г >  ' -о.
h 1 ’ ’ ° 4 / ,  (ksr) Я (Р  (Jcsrn), г <  г0,

где /.(ж )-ф у н к ц и я  Бесселя; # S<1)(ж) -  функция Ганкеля первого рода,
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k 8=-\k—б*а|. Подставляя значение hs в (11), найдем функцию

g(r,Q;
со

L. ' у  еЬф-е.)
S = »

7 S (ksr0) II™ (,ksr),
Js (ksr) (*.r0)

5

определяющую амплитуду акустических колебаний, индуцируемых вра­
щающимся монопольным источником звука единичной интенсивности и 
частоты о , в подвижной системе координат 0|т). В фигурных скобках 
верхняя строчка соответствует случаю г>?'0, а нижняя — ?*<г0. При вы­
числении hs решения были выбраны так, чтобы функция g определяла 
только уходящие на бесконечности волны.

Смоделируем акустическое поле, создаваемое равномерно вращающим­
ся с угловой скоростью Q рабочим колесом, состоящим из N t лопаток. 
По аналогии с [1] кавитационный шум, индуцируемый каждой лопаткой 
рабочего колеса, приближенно представим как акустические колебания 
от точечного монопольного источника звука с заданной интенсивностью 
Qо и частотой со. Источники расположим равномерно по окружности 
радиуса R 0 с шагом a,l=2n/Ni по угловой координате 0 так, чтобы они 
совпадали с точками (й 0, пос,), га=0,. . . ,  iV,—1. Тогда на основании (13) 
и принципа суперпозиции получим функцию

Q iQoN t
8х 1 — ;

4 6 =  —со
£

определяющую амплитуду акустических колебаний во внешности вра­
щающейся системы монополей в подвижной системе координат.

Для моделирования шума взаимодействия, вихревого и вибрационного 
шумов в соответствии с [2] воспользуемся точечными периодическими 
силовыми источниками одинаковой интенсивности Ре, действующими на 
п-ю лопатку в направлении единичного вектора е„ с частотой со. Им будет 
соответствовать акустическое поле от дипольных источников, расположен­
ных в точках (Я* cCi/г), оси которых совпадают с направлением векто­
ров ея:

В случае, если вектор е„ направлен но касательной к траектории дви­
жения лопатки рабочего колеса, т. е. когда учитывается только сила 
лобового сопротивления, акустическое поле впе цепочки вращающихся 
диполей в подвижной системе координат имеет вид

U = = 4 w  П  (*V,,До)И % (кНиг)е” >«.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением только этого случая.
В неподвижной системе координат 0г'О '(г'=г; 0'=О—Ш) потенциал 

возмущении от вращающихся источников запишется в виде
оо

W (г ',0 ', 0 =  Ц  asH™(J w V (M‘se'- a*'\ (14)

где a ^ —iQoNJvls(kxlSRo)/4 определяет амплитуду для системы монополь­
ных источников, a as=FeN i2sJNls(k^iSR0) / iR 0 — для дипольных источников, 
((,)5=о)—QNls. Следовательно, акустическое поле, индуцируемое решеткой 
вращающихся источников звуковых колебаний, представляет собой си­
стему бегущих волн со смещенным спектром частот cos=co—QA\s. При 
со=0 данная система волн определяет чистый звук вращения. Полезно

1098



отметить, что потенциал акустического поля, индуцированного цепочкой 
монопольных источников, имеет тот же вид, что и потенциал от диполь­
ных источников с осями, направленными по касательной к траекториям 
их движения. Аналогичный результат имеет место и для источников, 
вращающихся в пространстве [1].

Рассмотрим неподвижную круговую решетку (фиг. 1, а), которая на­
ходится в акустическом поле от вращающейся круговой решетки, опре­
деляемом (14). Применяя принцип суперпозиции, определим акустиче­
ское поле, рассеянное решеткой.

Пусть на решетку набегает волна xYs=asfs(r, Q)exp{—mst), которая 
соответствует s-и гармонике разложения (14). В этом случае потенциал 
рассеянного поля может быть представлен в виде Ф(г, 0, 0 = ф (г? 9)Х 
Хехр(—ш 81). Здесь и далее штрихи над г, 0 будут опускаться, так как в 
дальнейшем рассматривается только неподвижная система координат.

В линейном приближении функция ср (г, 0), определяющая амплитуду 
установившихся акустических колебаний, удовлетворяет:

однородному уравнению Гельмгольца во всей плоскости вне профилей
решетки L=Un=o Ьп

Д ф + А ас р = 0 , ( 1 5 )
где k=(i)sRJafM\

условию непротекания на профилях решетки
<Эф

v — нормаль к Ьп;
условию излучения

=  а. 9U
dv

, я = 0 ,1 , . . . ,  А—1;
'71

ф ('\в ) =  Х |  Ь‘Н^  (/:г)е '8\  ПРИ г > #г;
5 =  —СО

условию обобщенной периодичности
Ф(/*, 0+2я/А )=ф(г, 0)exp(ip,m), (18)

где сдвиг фазы определяется по формуле цт= 2 я mNJN, т=  1 ,2 , . . .  ; 
условию ограниченности энергии на острых кромках профилей решетки, 
С помощью фундаментального решения уравнения Гельмгольца 

II0(i)( k |х—у|)/4£ было получено эквивалентное краевой задаче (15) —
(18) сингулярное интегродифференциальное уравнение.

С этой целью, применяя вторую формулу Грина, сначала было запи­
сано интегральное представление для амплитуды вектора скорости у аку­
стических колебаний. Путем преобразований, аналогичных [5], в нем. 
были исключены вторые производные от сингулярной части подынтег­
рального выражения. Учитывая граничные условия (16) —(18), получе­
но уравнение вида

J и  (у) К о  (у, X )  +Г (у) К ,  (у, X) ) d S v = - a .  , (19).avxLo
где х, y ^L 0, Sy — дуговая координата нулевого профиля Ь0 в решетке;

г,  , ч , , dgNm{у ,х )  , dg„m(у ,х )
К о  (у, х) = ( x k v h ) ’--- ------ - -  (vyvj---------- ;

d V y  о  х у

К{(у, x)=k2(vyxx)gNm(у , х ) ;

т,,, Vi„ Vx — касательный и нормальные к Ь0 орты в точках у и х, а функция
N

gNт(У,х) =  Г ^  е ' ^ Н {й1) (/с|у^—х | )
3=0
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■определяет элементарное решение уравнения (15) для круговой решетки
,  , 2 я . \из Л7 точечных особенностей с координатами у,- — ^г0, 0О +  —  / J.

Дополнительно искомые функции скачков потенциала и касательной 
•составляющей вектора скорости I' (у) =<р”"(у) —Ф+(г/); *i(y) =  (v~ (у)~~
—v+(y))Tу при переходе через Ь0 связаны отношениями

5Г(у)/5т,=т(у); уeL0; Г(х„-)=0, »=1, 2, (20)
которые следуют из определения этих функций и условия ограниченности

А*
энергии в острых кромках х,,2 профиля Ь0.

Особенность сингулярного интегродиффереициального уравнения (19) г
(20) состоит в том, что в его ядро входит полюс первого порядка плюс 
слагаемое с логарифмической особенностью. При его численном решении 
интегральный оператор с ядром Ко аппроксимировался по аналогии с ме­
тодом дискретных особенностей [6]. а для аппроксимации оператора с 
ядром Ki применялся метод саморегуляризации [7]. После решения урав­
нения (19), (20) амплитуда потенциала рассеянного поля в любой точке 
х вне профилей решетки может быть определена с помощью соотношения

, Ч f чd g N m (у,X)<p(x) = J Г (у)--- ------- d S y ,
д\-

а акустическое давление при помощи интеграла Коши — Лагранжа.
Для проверки алгоритма была рассмотрена задача дифракции цилинд­

рической волны, определяемой при /?0 —0 нулевой гармоникой (14), на 
круговой решетке из двух отрезков логарифмической спирали с парамет­
рами 7?i=l,0; Д2=2,5; ср0=0,25. Результаты расчета сравнивались с ре­
зультатами, полученными при решении задачи дифракции цилиндриче­
ской волны на двух циклически расположенных параболических отража­
телях [8]. Для всех точек из табл. 9 в [8J получено совпадение амплиту­
ды потенциала дифрагированного поля до второго знака включительно.

В рамках предложенной модели были исследованы некоторые акусти­
ческие характеристики элементов проточной части центробежных турбо­
машин.

Па фиг. 2 представлена зависимость изменения уровня шума Ьр от 
расстояния Д/*=Д|—i?0 между «языком» логарифмической улитки и ре­
шеткой вращающихся особенностей. Параметры улитки N = 1, # 2/i?i=2,4; 
фо=2л и число вращающихся особенностей =0 соответствовали пара­
метрам вентилятору экспериментально исследованного Лейделом [9]. 
Верхняя кривая на фиг. 2 определяет изменение уровня шума при возбуж­
дении улитки первой гармоникой разложения (14), а нижняя — второй. 
Результаты экспериментальных измерений [9] уровня шума дискретных 
составляющих для первой лопастной частоты отмечены точками, а для 
второй — треугольниками. Их отличие от расчета, по-видимому, объясня­
ется тем, что предложенная модель не учитывает влияние спирального 
кожуха на изменение интенсивности звука, излучаемого рабочим колесом. 
Значение Fe при расчете было одинаковым для всех Дг и выбрано так, 
чтобы совпадали расчетные и экспериментальные значения уровня шума 
для первой гармоники при Дг//?0=0,06. Очевидно, чтобы получить более 
точное количественное совпадение результатов, необходимо рассмотреть 
задачу об акустическом взаимодействии вращающейся решетки с непо­
движными элементами проточной части турбомашины. Однако полное 
решение этой задачи осложняется тем, что еще не разработаны достаточ­
но эффективные методы расчета акустического поля около вращающихся 
решеток.

Отдельно следует обсудить наличие локального экстремума у кривой, 
•определяющей уровень шума, возбуждаемого второй гармоникой. Его по­
явление связано с возможностью возникновения акустического резонанса 
в элементах проточной части турбомашин [10], который характеризуется 
резким возрастанием уровня шума при совпадении частоты источника
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V дБ

Фпг. 2 Фиг. 3
Фиг. 2. Зависимость уровня шума от расстояния между «языком» улитки и решеткой

вращающихся особенностей
Фиг. 3. Зависимость уровня шума от приведенной частоты вращения решетки

Фиг. 4. Зависимость коэффициентов сил акустического давления от приведенной 
частоты колебаний, действующих на: а -  стенки улитки, б -  лопатки решетки

акустических колебаний с вещественной частью собственной частоты воз­
буждаемой области. В качестве примера на фиг. 3 приведен расчет из­
менения шума во внешности рассматриваемой улитки при фиксирован­
ном Дг в зависимости от приведенной частоты к акустических колебаний, 
излучаемых рабочим колесом. Точками на оси абсцисс отмечены значе­
ния вещественной части А*,* первой и к2‘ — второй собственной частоты 
акустических колебаний около улитки, рассчитанные но методу, описан­
ному в [10]. Отметим, что для второй гармоники при Дг/Л0=0,2 приве­
денная частота колебаний А*=о>2/?,/я<* совпадает с вещественной частью 
кг* — второй собственной частоты. Таким образом, на резонансных режи­
мах работы наблюдается не уменьшение, а рост акустических характери­
стик при увеличении Дг. Возможно, этим обстоятельством могут быть 
объяснены некоторые экспериментальные данные из [9].

На фиг. 4 представлены результаты расчетов коэффициентов сил аку­
стического давления Сх и Су, действующих на профили круговой решетки 
и стенки улитки. Коэффициенты сил вычислялись с помощью теоремы 
Жуковского «в малом». Круговая решетка состояла из отрезков логариф­
мической спирали с параметрами /?2//?,=1,37; ф0=л/3; N=20, а улитку 
описал отрезок спирали с /?2//?,=2,37; ср0=2л, Ат=1. Число особенностей 
во вращающейся решетке было равно 7. В первом случае (фиг. 4, а) 
частота собственных колебаний соответствует резонансу в улитке, а во
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втором — в межлопаточных каналах решетки при сдвиге фазы р,=0,7л 
(фиг. 4, б). Оба графика показывают существенное возрастание характе­
ристик на резонансном режиме. Однако во втором случае имеет место бо­
лее выраженный акустический резонанс.
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