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Рассмотрено излучение звука полным конечным цилиндром, откры­
тым с торцов, при осесимметричных колебаниях стенок.. Парные инте­
гральные уравнения относительно трансформант Фурье звуковых давле­
ний на внутренней и внешней сторонах стенок трубы преобразованы к 

• интегральному уравнению Фредгольма второго рода. Получены выраже­
ния для импеданса излучения, коэффициента концентрации, звукового 
давления в дальней зоне и характеристики .направленности..Приведены . 
результаты расчетов этих величин в широком диапазоне значепий вол- 

'• * новой высоты и волнового радиуса.

Рассмотрим отрезок трубы длиной Н и радиусом а (фиг. i ) ,  который 
совершает осесимметричные радиальные колебания. Толщину стенок 
будем считать малой по сравнению с остальными размерами и длиной 
волны, а колебательные скорости внутренней и внешней поверхностей — 
одинаковыми. Торцы цилиндра открыты и внутренняя полость свободно 
сообщается с внешним пространством. Колебательная скорость поверх­
ности задана в виде u=v0f ( z ), где v0 — скорость в плоскости z=0.
(л ; Подобные задачи, возникающие при изучении вопросов излучения 
звука открытым концом волновода, и исследовании цилиндрических резо-
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наторов, подробно рассмотрены в фундаментальных работах [1, 2]. В них, 
в частности, исследованы колебания во внутреннем объеме открытого ци­
линдрического резонатора и определена поправка к резонансной длине 
трубы, связанная со сдвигом фазы на открытом конце волновода. При 
этом в f 1 ] на с. 117 и в [2] на с. 140 приведены асимптотические выраже­
ния для комплексных собственных частот резонатора в случаях //> « , 
А:а»1, а также kll>  1, а>11. Если же соотношения между к а и кН яв­
ляются произвольными, то необходимо численно решать интегральные 
уравнения относительно звукового давления на поверхности. Цель настоя­
щей работы — численное исследование вещественной и мнимой частей 
импеданса излучения, звукового давления и характеристик направлен­
на



ности, а также получение их низкочастотных и высокочастотных асимп­
тотик.

Разобьем все пространство па две области г>а и г < а  и представим 
звуковые давления в виде интегралов Фурье [3]:

=  L j  Pl (w)H o) (l/k2- w 2r)eiwzdw;
К

— со

r>a; „  (1а)

=  Pi (w)JoO,k'i- w 2r)ei,zdw,
К — оо

г<а.
Будем считать lmfc>0 и Im У /с2— w2>0. Тогда все возникающие далее 

полюса подынтегральных выражений будут смещены с линии интегри­
рования, которая обходит их так, как показано на фиг. 2. Разрез функции 
Vk2—w2 показан штриховой линией. В окончательных выражениях перей­
дем к пределу Im /с=0. Множитель рc v jk  введен для нормировки, рс — 
волновое сопротивление среды, зависимость от времени взята в виде 
ехр(—m t) .  Для упрощения будем считать, что / ( г ) —четная функция. 
Тогда dpltJdz\za0=0  в силу симметрии. Из выражений (1) при этом сле­
дует, что } \ 2 — четные функции и можно перейти к интегралам по полу- 
бесконечным пределам, заменив экспоненты на 2cos(wz). При г=а долж­
ны выполняться граничные условия

9  P i  

д г ! Г
для любых

=  шри0{ (z) при  | z | j <  Н /2;

рАг=а=Рг\г*=а При |z |> ///2 .

Первое из этих условий приводит к соотношению P2(ks)= Pi(ks)H  
//Др'у). Здесь и далее введены безразмерные величины s=w/k , \i=kay 
Р=/с//, a= kz , ^=У1—s2. Используя граничные условия и соотноше­
ния (1), получим парные интегральные уравнения

J РЛка)И1Р  (iiY hcos(as)ds=  - i f  (а/к) /2 (2а)
О

при а<ф/2,
со

J Pi(ks) cos^a \ ds= 0 при a>p/2 . (26)
„ ТА(И)

Решение этой системы будем выполнять способом, близким к использо­
ванному в работе [4j для задачи об осциллирующем диско. Продиффе­
ренцируем уравнение (26) по а, умножим на l/Va2—#2 и проинтегрируем 
по а  в пределах х , <». Интеграл по а  можно вычислить по формуле 
(3.753.2) справочника [5]. В результате получим

00

f  ^ S\  -S J 0 (xs) d s —0 при х>$/2. (3)
„ ч-Мц-у)

Правая часть этого уравнения равна нулю при #>(3/2 и неизвестна при 
#<р/2. Обозначим эту неизвестную функцию через #(#). Тогда получим 
соотношение, которое можно рассматривать как одно из пары преобразо-
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ваний Ханкеля

g(tf)= J G(s)$/0 (#$)<&;
О
o>

G(5) =  J  g(x)xJ0(xs)dx. 
о

Обращая уравнение (3) и учитывая, что (см. фиг. 2) полюса и разрезы 
не лежат на пути интегрирования, получил!

т

P i(/c s )= f/1(fX'{) J g(x)xJa(xs)dx. (4)
О

В последнем выражении пределы интегрирования 0, °° заменены на О,
Р/2, так как g(x) =  0 при х>$/2. Умножим уравнение (2а) на 1/Ух2—а \  
проинтегрируем но а  по формуле (3.753.3) справочника [5] и подставим 
в полученное выражение соотношение (4), в котором обозначим пере­
менную через у. Получится уравнение относительно функции g (y ) ‘.

Р/2

1 g(y)l)U(x,y)dy=Mf l {x)-, (5)
О

со

U {x ,y )=  J f J , ( \x j )H i'4 ( ^ ) J 0(xs)J0(ys)ds-,
О

(i)
(6)

1 (*) =  -  —  J
f (a /k)

da.
я  . \ х 2- а 2

(7)

Исследуем поведение подынтегрального выражения (6) при
( 1 ) UУчтем, что Jl( iz)= il i(z) и Н% (iz) = ------Ki{z) и асимптотику [6]

п

8 z 2—VЯ-72 /  *
2> 1. (8)

В результате получим, что произведение трех первых сомножителей в ин­
теграле (6) при $-*-«> будет is/{n\x). Поскольку произведение Jo(x$)J0(ys) 
при $-*-00 пропорционально 1/s, то все подынтегральное выражение не 
убывает при s-+oо и интеграл расходится. Однако так же, как и в работе 
[4], выражение (6) можно представить в виде суммы дельта-функции 
и сходящегося интеграла. Для этого прибавим и вычтем из произведения 
первых трех множителей (G) величину г$/(яр). После выделения функции

б (ж-У)
У JsJQ(xs)J0(ys)ds

выражения (5) —(7) приводятся к интегральному уравнению Фредголь­
ма 2-го рода на конечном промежутке

Р/2

£(*) +  I  g(y)K(* ,y)dy=\К »), (9)
О
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где

к  (*, у )= у  J  В (х) У0 (aw) J0 (у8) ds,

B (s )= —in[iw2Ji (ixw)Hi{i)(]xw)—s.

(Ю)

( Н )

( 12)

Привести интеграл (6) к интегралу в конечных пределах аналогично 
тому, как это сделано в работе [4], не удается. Представим его в виде 
К{х, у )= у[Ь х+Ь2), где

1 ®

Lt =  B(s)J0(xs)J0(ys)ds; L2 =  \  B i (s)J0(xs)J0(ys)ds,
о 1

fi1(.9)=2^(52- l ) / 1(^y52- l) f f1(fir.92- l) -5 . (13)
Вычисление Lx не вызывает затруднений. Рассмотрим интеграл Ь2. Ис­
пользуя асимптотику (8) и асимптотику функции Бесселя, получим 
подынтегральное выражение в виде

1 . 3 \  2 cos(xs—п/4) cos (уs—n/4)
—  +  — ) —= г ----------------------------------- ; s> l.
2 8ц2 7 лУху s2

Таким образом, интеграл сходится достаточно медленно (как l/s2). Поэто­

му целесообразно разбить его на два слагаемых L2= L i+Lll, где Ь9=  J ;

Z/4= J ,  выбрав значение А таким образом, чтобы с использованием
А

асимптотики (14) вычислить интеграл LK аналитически. Проинтегрировав 
по частям, получим при х, у=£0

( 1 з  \ 1
—  + ---- ) ----------[cos 2,+sin z2+zx (Si z,—я /2) — z2 Ci z2]f
2 8\х2 'лА У ху

где Zi=\A(x—у) |; z2= A (z+ y) ,  S i2, и C iz2 — интегральные синус и коси­
нус, которые вычисляются по простым аппроксимациям, приведенным в
[6]. Значение А выбирается при проведении пробных расчетов. Для 
ориентировки можно считать, что указанные асимптотики справедливы.
если величина А выбирается как наибольшее из значений (3, У10/ц2-И, 
3/хч 3/у). Если x= 0 t то интеграл LK после замены У$=и и интегрирования 
по частям приводится к виду

Lk =  — ( 1 + - ^ - ) Г -Ajz:(co9{уA)  +sin{уА)) +
4 4ц2 7 L УлуА

+V2(Sl2Ay/n)- С (V2Ау/п ) ) ] .

Здесь С и S — интегралы Френеля, вычисляемые по приближенным фор­
мулам, приведенным в [6]. Аналогичное выражение получается и при 
у = 0 с заменой у па х.

Для того чтобы найти импеданс излучения, запишем выражение для
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акустической мощности

W -

где 5i и S2 — наружная и внутренняя поверхности цилиндра соответствен­
но, a i>m, v2n — нормальные составляющие колебательной скорости на этих 
поверхностях, причем на внешней стороне положительной считается 
нормаль, направленная наружу, а на внутренней стороне — внутрь. По­
этому vin=*v2n=v0f(x).  Приравняв эту мощность величине v02B J 2, где Н3 — 
вещественная часть импеданса излучения, получим

Вычислим импеданс излучения для равномерного распределения колеба­
тельной скорости f { z ) = 1. Подставим сюда выражения (1а), (16) и перей­
дем к безразмерным переменным. Используем первое из граничных усло­
вии, выражение (4) и проинтегрируем но s с учетом соотношения

где S=2naII  — площадь боковой поверхности. Определим звуковое давле­
ние вдали от цилиндра при kR0=kVr2+z2> l f Ro>a, II. Воспользуемся вы­
ражением (1а) и асимптотикой функции Ханкеля при больших значе­
ниях аргумента. В результате получится интеграл, который вычисляется 
методом стационарной фазы. Используя связь (4), получим

Звуковое давление в дальнем поле можно также получить и другим спо­
собом с использованием интеграла Гельмгольца. Проинтегрировав по 
внешней и внутренней сторонам цилиндра при /с/?0>  1, найдем

где P\{z) и p2{z) — звуковые давления на внешней и внутренней сторонах 
соответственно. Подставив сюда выражения (1) и (4), после интегриро­
вания но w и z можно получить формулу (18а).

Для проведения расчетов удобно пронормировать 0) на звуко­
вое давление рс, которое создается конечным цилиндром, находящимся в 
акустически жестких нолубесконечных экрапах. Это давление опреде-

Аналогично можно определить и комплексный импеданс
н

(15)

(16)

В результате получим

pcS (ip 0
(17)

(18а)

Я /2

О
(186)



ляется формулой (21.17) книги [3].
р cvqH ,<ья„ 81П»

Рс = - jxcosB/Z^'CpcosB) Д0 ю 

кН
и = ---- sin0; kR0>i.

2

р •

(19)

Заметим, что значение рДДо, 0) при 0=0 можно выразить через импеданс 
излучения

v к eikR*
р4(Д0, 0 ) =  ------—  J i( | i )Z e; *Я о»1.

2jT tlQ \

Имея связь между звуковым давлением и импедансом излучения, можно 
найти коэффициент концентрации. Взяв отношение квадратов звуковых 
давлений, излучаемых цилиндром в направлении 0=0 и ненаправленным 
излучателем той же мощности, получим

КК =  ■; Г, =  Не г.. (20)

Найдем асимптотику решения для короткого цилиндра малой волновой 
высоты, т. е. при II<а  и р<1. Второе слагаемое в уравнении будет мало 
по сравнению с правой частью, которая при равномерном распределении 
колебательной скорости принимает вид \|>= —лщ/2. Поэтому в качестве 
начального приближения можно взять gV),{x )= —яц/2. Возьмем первую 
итерацию, подставим в полученное соотношение выражение (10) и про­
интегрируем по у. Тогда

g (*) *  -  у  ( 1 -  у  1 в  (*) (*5) ( у ) у )  •

Для определения Z, понадобится комплексное значение g(x),  однако ве­
щественная часть второго слагаемого мала по сравнению с единицей. По­
этому достаточно вычислить лишь мнимую часть, которая определяется 
интегралом в пределах 0,1. Так как то / а(ая)«1, /,(|5$/2)«(1$/4.
Тогда

£(*) »  - ^ г (  1 +  ̂ - ^ ( м - )  )  =  const, (21)
где 1

F (|a) = 4 | J  < ! - * ) / , '( ц У Г ? ) * .  
0

(22)

При р » 1  F(\x) «1 ; при ц<1 / т(р)«8|х3/15. Используя выражения (17) и
(21), получим

‘‘ ”  128 4 '
(23)

Функция /'’(ц) является осциллирующей, что отражает резонансный ха­
рактер колебаний во внутренней полости. Характеристику направленности 
/)(0) при р<1 получим из выражения (18а) после нормировки на зна­
чение при 0=0:

/>(0) =  | cos 0/, ( pt cos 0)//i fl<1. (24)

Последнее выражение можно получить также из следующих простых со­
ображений. Излучение звука цилиндрическим кольцом с осциллирующей 
стенкой можно представить в виде суммы излучений двух противофазно 
колеблющихся пульсирующих колец, расположенных соосно на малом

1 4 3



расстоянии друг от друга. Поскольку характеристика направленности 
одного кольца есть J0(ka созб), то суммарная характеристика этих колец 
будет dJo(kacosQ)/да. С точностью до постоянного множителя отсюда 
следует формула (24). Если кроме условия выполняется и нера­
венство ц<1, то из формул (24), (20) следует Z)(0)«cos20; Кк& 15/8 (то

л

же значепие Кк можно получить из выражения Кн= 2 j  |  D1 (a) sin a da,
о

где а  — угол, отсчитываемый от оси. Так как a  =  —  0, то Кк=*
Сл

У  J sin5 a da=15/8). Найдем асимптотику для цилиндра большой вол­

новой высоты р»1. В качестве приближенного решения уравнения (9)
возьмем функцию g(y )^A V  ($/2)г—у2, где А — неизвестная константа. 
Подставим g(y)  в уравнение и учтем, что

т
f yh{ys)dy __ sin(sfi/2)

о yW ?  ~  *

При р>1 функция sin(sp/2) меняется гораздо быстрее, чем B{s), причем 
ее максимальное значение достигается при 5=0. Поэтому функцию B(s)  
можно вынести из-под интеграла, взяв ее значение при 5= 0 . Тогда оста­
нется интеграл, который можно взять по формуле (16). В результате по­
лучим, что уравнение (9) удовлетворяется с точностью до члена поряд­
ка 2/р. Пренебрегая этим членом, найдем значение А , а затем и функцию 
ё(у)  в виде

g(v)
—i

' n J 100 Я<’> (ц) /  (Р/2)* -  у* ’ 
После этого по формулам (17), (18), (20) получим

p > i .

2 ,=

Pl(^0. — —

P C S  n i l J l  ( ( l )  (|Х) ’

pcv0H eikR• cos 0 /j  (|х cos 0) r sin и
R

(25)

А Я > 1 ; & /?„>!. (26)

Kt<~$/n=2H/X, (X —длина звуковой волны), что совпадает с формулой для 
коэффициента концентрации линейки длиной Н. Выражение (25) совпа­
дает с суммой импедансов излучения бесконечного цилиндра для внеш­
ней и внутренней областей (zsl и zs2 соответственно, причем ztl=  
= —jW0(,,(fx)///i(,) (ц ); 2в2=г7о(ц)//,(ц)) и не учитывает излучения через 
открытые концы. Выражение (26) отличается от формулы (19) (для ци­
линдра в жестких полубесконечных экранах) множителями, которые яв­
ляются существенными лишь при 0, близком к я/2. В этой области начи­
нает сказываться дипольный характер излучения открытого цилиндра.

Уравнение (9) решалось численно таким же способом, как и в рабо­
те [4]. Интеграл заменялся суммой по формуле Симпсона. Минимальное 
число разбиений составляло 5 и при возрастании высоты цилиндра уве­
личивалось из расчета 20 точек на одну длину волны. В результате по­
лучалась система линейных алгебраических уравнений. Численные экспе­
рименты с увеличением числа разбиений показали, что указанного коли­
чества точек достаточно для получения трех верных цифр результата.

На линиях равных уровней сопротивления излучения, нормированного 
на рс5, (фиг. 3) видны резонансные области, в которых нагрузка со сто­
роны среды сильно возрастает. Максимумы вблизи оси ординат соответ­
ствуют продольным резонансным колебаниям внутреннего столба жид-
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Фиг. 3. Линии равных зпачепий сопротивления излучения r6=RBl(pcS)
па плоскости \i=ka} $—klI

Фиг. 4. Линии перемены знака мнимой части импеданса x s= 
=X8/(pcS) (i) и зависимость x s от ка при кН= 5 (2)

кости. Первый из них соответствует длине цилиндра, близкой к К/2, а вто­
рой—к ЗЛ./2. Заметим, что максимальная величина г, достигается не при 
к11=я, а при несколько меньшем значении kll.

Разность £>= л —к11 близка к удвоенной величине поправки на откры­
тый конец полубесконечного волновода, определенной в [1] и составляю­
щей 2-0,61 -ка при ка< 1 (поправка удваивается, так как открыты оба 
конца трубы). Узкие вертикальные гребни рельефа на фиг. 3 являются 
следствиями резонансов при радиальных колебаниях, которые могут су­
ществовать лишь при достаточной высоте. Области, в которых находятся 
эти подъемы, примерно соответствуют корням уравнения /,(р „ )= 0 , где 
pn=(/ca)„, п = 1, 2 , . . .  (строго говоря, эти области следует называть пе 
резонансными, а антирезоиансными, так как для цилиндра бесконечной 
высоты в окрестности линий /са=рп мнимая часть импеданса оказывается
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Фиг. 5. Линии равных значений нормированного звукового давления
|р/ро| в дальнем поле при 0=0

Фиг. 6. Характеристики направленности цилиндра с открытыми концами 
(сплошные кривые) и конечного цилиндра, расположенного в акусти­
чески жестких полубесконечных экранах (штриховые кривые). Числа 
около кривых соответствуют значениям кН. Штрихпунктирные кривые -  
графики функции (24), пунктирная линия на фиг. г -  график функции

j cos sin 0 j | ; а -  ка=1, б  -  3, в -  6, г -  ка=3,853

бесконечной и м еняет знак , как  следует из формулы ( 25) ) .  П ри умень­
ш ении к Н  и  фиксированном ка  значения гв сильно уменьш аю тся в соот­
ветствии с формулой (23).  В этом случае цилиндр превращ ается в узкую  
осциллирую щ ую  ленту, свернутую  в кольцо.
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Мнимая часть импеданса может иметь различные знаки при различ­
ных соотношениях ка и кН. Известно, что для выпуклых излучающих 
поверхностей всегда х8>0 , что соответствует инерционному характеру 
мнимой части импеданса. Для тела, имеющего внутреннюю полость, из-за 
упругости внутреннего объема среды импеданс может иметь характер гиб­
кости. На фиг. 4 показаны линии перемены знака на плоскости ка, кН 
и одно из сечений этой плоскости, соответствующее зависимости х6 от ка 
при кН=5. При небольших значениях кН всегда xs>0. При увеличении 
высоты линии смены знака стремятся к вертикальным прямым, опреде­
ляемым корнями уравнений Л(Дп)==0 и /,(ц „)= 0 . В случае больших зна­
чений кН при пересечении линий ка=\хп значения х5 меняются очень рез­
ко — почти скачком, как и должно быть вблизи аитирезонансиых значе­
ний ка.

Линии равных уровней отношения \p jpc\ при 0=0 на плоскости ка, 
кН (фиг. 5) похожи на линии равных значений га. Однако при ка=\хп 
появляются узкие глубокие провалы, обусловленные наличием нуля при 
0=0 в характеристике направленности кольца, составленного из диполей. 
При увеличении высоты эти провалы сужаются. Большие значения излу­
чаемого звукового давления достигаются при резонансных колебаниях 
среды в узкой трубке по высоте. Положение первого максимума соответ­
ствует значению кН = я—%, где £ — указанная выше поправка на открытые 
концы трубки.

Диаграммы направленности полого цилиндра (фиг. 6) могут сильно 
отличаться от диаграмм для конечного цилиндра, расположенного в жест­
ких полубескоиечных экранах. Эти отличия наиболее существенны для 
направлений, близких к осевым. Несмотря на то что выражение (24) было 
получено для случая k l l<  1, фактически оно оказывается справедливым 
для значения kll=  1. При дальнейшем увеличении кП будет сказываться 
влияние множителя sin и/и в выражении (26), учитывающего направлен­
ность линейки высотой II. Однако главный максимум при промежуточных 
значениях кП оказывается несколько более узким, чем для линейки.

Вид диаграмм направленности резко меняется при значении ка=3,853, 
близком к резонансной величине 3,832 (фиг. 6, г). В этом случае (за 
исключением углов, близких к 90°) характеристика оказывается похожей 
на диаграмму излучения двух сосредоточенных источников, расноложен-

/ кН
ных вблизи концов, описываемой функцией cosy-— s in  0)!• Это объяс­

няется следующим образом. При резонансных значениях ка звуковое 
давление внутри бесконечно длинного цилиндра, а также импеданс (25) 
обращаются в бесконечность. Если длина цилиндра конечна, то бесконеч­
ных значений давления быть не может, однако из-за значительного воз­
растания давления во внутренней области появляются сильные перепады 
давлений вблизи концов, и, следовательно, большие потоки энергии через 
открытые отверстия. Это приводит к тому, что звуковое давление, излу­
чаемое внутренней частью через концы, оказывается значительно боль­
шим, чем давление, излучаемое внешней боковой поверхностью. Таким 
образом, создаются два сильных источника, расположенных на расстоя­
нии II  друг от друга, что и приводит к появлению характеристики, пока­
занной на фиг. 6, г.
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