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Проведено исследование явных разностных схем для решения пара­
болических и эллиптических волновых уравнений в неоднородных обла­
стях. Получены условия устойчивости этих схем. Рассмотрены примеры, 
иллюстрирующие эффективность разностных задач.

В настоящее время уделяется большое внимание разработке эффек­
тивных приближенных методов расчета акустических нолей, описывае­
мых эллиптическими или параболическими уравнениями [1—5]. При ис­
следовании нолей на больших расстояниях от источника широкое распро­
странение получили различные модификации метода параболического 
уравнения с использованием, как правило, неявных разностных схем, для 
реализации которых требуются эффективные методы решения систем ли­
нейных алгебраических уравнений с комплексными коэффициентами.

В данной работе проведено исследование явных трехслойпых разност­
ных схем решения краевых задач для эллиптических и параболических 
волновых уравнепий в неоднородных областях. Получены условия, при 
которых имеет место устойчивость этих схем. Приведены результаты чис­
ленных экспериментов и дана сравнительная характеристика рассматри­
ваемых разностных задач.

Акустическое давление, создаваемое точечным гармоническим источ­
ником с цилиндрическими координатами (г, z) =  (0, za) на больших рас­
стояниях от источника, можно представить, следуя [1], в виде p(r, z) =  
= Я 0(,)(*ог)и(г, z), где # 0(,) — функция Ханкеля нулевого порядка перво­
го рода, а и (г, z) удовлетворяет эллиптическому уравнению

Здесь i — мнимая единица, /с0= 2я//с0— характерное волновое число, /  — 
частота, с0— характерная скорость звука, n{r, z) — непрерывный коэффи­
циент преломления.

Наряду с (1) будем рассматривать параболические аппроксимации, 
которые получаются в результате приближенного представления опера-

ограничиваясь двумя или тремя членами ряда. Соответствующие парабо­
лические уравнения имеют вид

+  К  (п2 (г, z) — 1) ц=0. ( 1)

У 1+ L =  1+ L /2 -L 7 8 + 0  (L3) 
в исевдодифференциальном уравнении [5]:

dr dz2
+ k02(n2(r,z)—1)ц=0, (2)

(3)
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где коэффициенты определяются следующим образом:

(4)

b(r,z) =  1 -  — , е=тг2(г, z)—1.

В области G = {/•>/•„, 0<z<Z} рассмотрим краевую задачу
Ьаи=0 ,а = 1 , 2, 3, (г, z)eG ,

w(r0, z)=u0(z), u(r, 0)=ы (г, Z)=0,
где u0(z) — заданная функция, а оператор Ьа определяется одним из соот­
ношений (1) —(3) соответственно.

Для численного решения задачи (4) введем в G сетку Q=QtXQ,,, Qt=  
= {г= г„= г0+«т, п = \ ,  2 , . . . ,} ,  Qh= {z= zk=kh, к = 1, N — 1, h=l/N).  На сет- 
ке £2 задаче (4) поставим в соответствие трехслойпую разностную схему 
второго порядка аппроксимации

A av= 0, а= 1 , 2, 3, (г, г )е й ,
( 5 )

i;0= u 0(z ),y '= g (z ),
где операторы определяются равенствами

A iV^ikoVi+Vtz+Vrr+ko^s (г, z) у=0, 

A 2v=2ik0v;+VTZ+k02E (г, z) i;=0,
1

A 3v =  2ik0v; + a ( r , z ) v  +  b (r, z)v-z -  ^ t > ~

и введены обозначения согласно [6]

V =  yK.n =  У (rn, zk), V; =  (уГ 1 — у2_1)/(2т),
т 1

Ут,= ( ^ . - 2 ^ ”+ ^ - . ) / ^ ,

y - r= ( y r+1- 2 y ftn+ y r  ' ) / т
п—1

Отметим, что оператор vzz определяется на множестве функций, за­
данных на Qh и равных нулю при z= 0, z=l. Поэтому при вычислении 
оператора vzzzz необходимо учитывать дополнительные условия v-xu=

= —щп, у*+1= —у*_,. Схема (5) является явной, так как решение на
(я-И) слое определяется через решение па двух предыдущих слоях.

Исследуем устойчивость разностных задач * по начальным данным. 
Пусть II — гильбертово пространство комплексных сеточных функций, 
заданных на Qh и равных пулю при ъ=0, z=l. Скалярное произведение и 
норму в II определим формулами

{v, у) =  ^  oyh, IMI'=V(y,t>).
zenh

Теорема 1. Разностная схема (5) при а = \  устойчива по начальным 
данным, если выполнены условия

2 h
4+z0ko2h2

Г *•***( 1 - е 0) - 4 ,  kohl 1 -е 0 >  2, (6)

где —8о< 8  (г, z)<8i, во, 8,5*0. 
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(7)

Для доказательства запишем (5) в канонической форме

v ° +x2Rv-fr+A v=0
с операторами

R = - i^ E ,  Av =  2 — (~1Ъг- е к 02и), ^= 1 / (2йгетг) ,
<Lko

Е — единичный оператор. На основании второй разностной формулы Гри­
на [G] оператор А — кососимметричен. Также кососимметричен оператор 
/?, а А  и R  — перестановочны, т. е. А*=—А, /?*=—/?, AR=RA.  Поэтому 
согласно [6] схема (7) устойчива, если при всех v&H выполнено нера­
венство

||^||2+4т2||й^||2̂ т 2|| (A—2R) у||2. (8)

В нашем случае это условие принимает вид

1И*>**( \\Ар||* _  J i .  (V-Z+ Bk02v, v) )  .

Рассмотрим самосопряженный оператор

(Cv,y)~(v,Cy).

Тогда р у | |2=(Су, Cv) и 

откуда следует неравенство
T ||C + 2^£ ||< y i+ 4f^ .

В силу самосопряженности С это неравенство эквивалентно

т| (Cv, и) +2'у||у||2|<У1+472т2||у||2, и^Н.  

Поэтому схема (5) с а = 1  устойчива при выполнении условий

— (У 1+4'к2тг+2тЛ() |М|*<т (Сгр, v),

т (Cv, v ) ^ { n + W f- 2 % 4 ) \ \ v \ \ \  

Подставляя в (9) оценку снизу

(Су, у) >  Т _  a ,_ 8l V )  Р Г ,

(9)

( Ю )

где Xi— наименьшее собственное значение оператора — у**, получим
2 # 1

l+Vl+fc04 2 >  Т  (*о28 ,-Я ,), Л, =  —  sin2 «  0.Z п 21
Отсюда следует оценка

т < 7 г ,-2- г : у*», <1+8»>-Ь‘ (11)Л7 (*о  е ,—A.i)Учитывая, что

(Су, у) < ( ^ - , + e 0/c02) IMISZ/C о
где X(V-i<4M 2— наибольшее собственное значение оператора —Ут*, из (10) 
приходим к неравенству

Як-1 +  Ео/с.2 *£ —  (V 1 +  /C„2T2 — 1),
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которое выполняется, если

Сравнение (11) и (12) показывает справедливость условий устойчи­
вости (6).

Легко видеть, что второе условие (6) накладывает ограничение на ко­
личество узлов сетки по глубине волновода. Действительно, это условие, 
которое можно переписать в виде n/(Xlh)>  1, означает, что количество уз­
лов на длину волны не должно превышать трех.

Исследуем устойчивость разностном схемы (5) при а = 2 . Эта схема 
является частным случаем (7), если в ней положить /?=().

Теорема 2. Для устойчивости разностной схемы (5) при а = 2  необхо­
димо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство

< 1 2 )

т <
2k0h2 

4+e*k0aA2
e(r,z) |s£e*.

Справедливость этого условия следует из (8) с учетом оценки

Наконец, для разностной задачи (5) при а = 3  справедлива 
Теорема 3. Пусть выполнено неравенство

т  ^ 2 W
4+4/c02A261+A02a1fc4 ’ (14)

где |д(г, z) |^ й |,  |6(г, z) |<bi. Тогда разностная схема (5) при сс=3 устой­
чива.

Действительно, рассматриваемая задача может быть записана в виде 
(7), если принять Я =0,

Ao- ir S -av-b̂ +-k V-гггг)■

Оценивая ЦЛуЦ2, получим

\\Av\t ^ ( a l+biXN- l + - ~ X 2N- l) »И!

Из этой оцепки и из (8) следует (14).
Расчет поля по схеме (5) предполагает вычисление в каждом узле 

сетки мнимой и действительной частей. Количество арифметических опе­
раций можно уменьшить в 2 раза, если воспользоваться следующим под­
ходом, который изложим па примере задачи (5) при а= 2 . Пусть Х(г, z),
У (г, z) — сеточные аппроксимации действительной и мнимой частей иско­
мого решения. На первом этапе определяется комплексное решение и'. 
Затем последовательно для узлов (г, z) =  (rn, z), п=  1, 2 , . . . ,  вы­
числяется X(r, z) из уравнения

* 1  — +  j

при п — нечетном и У (г, z) из уравпепия

У ; = ^ Ч  +  < * т .

если п — четное.
Решение па первом шаге v1 можно получить разными способами, иа- 

40



5 Г, км7  9

Фиг. 2. Зависимость интенсивности поля от расстояния, вычисленная для 
10 мод по схеме (5), а = 3  (i); по схеме (5), а=2  (2); точное решение (3)

пример в виде суммы нормальных мод, с помощью неявной схемы вида
vl—v° 1 i
-------- =  —  A{v°+vl), Av =  — -(v-„+zh*v)

X  Z  Z/C о
И др.

Разностные схемы (5) аппроксимируют решение соответствующей 
краевой задачи для уравнения Гельмгольца. Для сравнения и иллюстра­
ции их эффективности рассмотрим численный пример. В качестве тесто­
вой модели рассмотрим краевую задачу для уравнения Гельмгольца, ре­
шение которой представимо в виде суммы нормальных мод. Так как с 
каждой модой можпо связать угол распространения, то представляет ин­
терес сравнить разностные схемы в зависимости от количества учитывае­
мых мод, т. е. от величины максимального угла распространения.

41



Пусть однородная область G характеризуется параметрами £=300, 
n{ry z )= l ,  Ло=0,4139, /=100 Гц. Здесь линейные размеры выражены в 
метрах. Решение уравнения Гельмгольца, удовлетворяющее нулевым 
граничным условиям, имеет вид [7]

где суммирование проводится по распространяющимся модам, £т=

Ц). Выражение (15) с точностью до постоянного сомножителя представ­
ляет собой ноле точечного гармонического источника с координатами 
(0,200). Начальное решение при г0=5000 примем в виде u0(z)=pM(r, z)l 
l H ^ ( k 0rQ).

Исследуем влияние величины шага h и количества учитываемых мод 
на точность получаемых результатов. Для схемы (5) с а —1 значения h 
ограничены снизу условием *>2/*0=4,832. В случае схемы (5) при й= 
=  6а=1, 2, 3 из условий устойчивости соответственно имеем т<4,41;

Результаты численных экспериментов приведены в виде графиков, ил­
люстрирующих зависимость интенсивности поля 101g |p |2 от расстояния 
на фиксированной глубине.

На фиг. 1 показана зависимость интенсивности поля от расстояния на 
глубине 90 м при 7г=б, т=4,3403 и М =5, что соответствует максимально­
му углу распространения 7,3°. Анализ показывает, что результаты расче­
та, полученные по схеме (5) при а = 1  и а = 3 , практически совпадают и 
эти схемы дают более точное решение, чем схема (5) при а= 2 .

Вычисление поля с шагом h=  6 и М=  10, что соответствует максималь­
ному углу распространения 14,(55°, приводит к потере точности. В этом 
случае необходимо проводить расчеты при меньшем шаге h.

На фиг. 2 приведены результаты вычисления интенсивности поля на 
глубине 92 м в случае М =  10, h=4, т=2,3787. Здесь расчет по схеме (5), 
а=3.

Результаты численных экспериментов показывают, что разностная 
схема (5) при а= 1 , а = 3  более предпочтительнее, чем схема (5), а= 2 . 
Схему (5), а= 1 , учитывая ограничение па шаг целесообразно исполь­
зовать при расчете полей в случае малых углов распространения.
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(15)

качестве коэффициентов возьмем am= i  sin(mn200/.

^7,45; т<6,41.
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