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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ ИМПЕДАНСНОГО ТИПА 
ДЛЯ ИЗЛУЧАЮЩИХ И РАССЕИВАЮЩИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ

Получены интегральные соотношения имподапсного типа для излу­
чающих и рассеивающих поверхностей, справедливые при произвольном 
распределении колебательной скорости и давлепия на этих поверхно­
стях. С использованием полученных соотношении решена задача о мощ­
ности излучения монопольного источника на импедапспой поверхности 
рассеивателя малых волновых размеров.

При решении некоторых задач об излучении или рассеянии звуковой 
энергии весьма удобно описывать излучающую способность рассматривае­
мых объектов (излучателей или рассеивателей) специальным парамет­
ром — сопротивлением излучения Z,, а акустическую податливость рассеи­
вателя аналогичным параметром — импедансом поверхности Z2. Одпако 
введение указанных параметров возможно только при выполнении опре­
деленных условий. Так, импеданс излучения монопольного излучателя Z, 
может быть введен только в том случае, если излучающая поверхность 
удовлетворяет следующему требованию: при задании колебаний излучаю­
щей поверхности с постоянной нормальной составляющей колебательной 
скорости г/, излучаемое давление рх должно быть также постоянным на 
этой поверхности. В случае выполнения сформулированного требования 
импеданс излучения определяется соотношением

Для введения импеданса поверхности рассеивателя Z2 необходимо выпол­
нение следующего условия: при воздействии на рассеивающую поверх­
ность постоянного во всех точках внешнего давления рг нормальная со­
ставляющая колебательной скорости поверхности рассеивателя иг также 
оказывается постоянной. В этом случае импеданс поверхности рассеива­
теля определяется следующим образом:

Импеданс излучения Z,, строго удовлетворяющий соотношению (1), мо­
жет быть введен для таких поверхностей, как бесконечная плоскость, бес­
конечный цилиндр и сфера. Более широкий класс излучателей, например 
находящиеся в экране ограниченные поверхности различной конфигура­
ции, может быть описан сопротивлением излучения только в низкочастот­
ном диапазоне, где волновые размеры излучателя малы. Однако в этом 
случае вводимый импеданс излучения будет удовлетворять условию ( I ) 
с некоторой погрешностью, поскольку при постоянной колебательной ско­
рости излучаемое давление не строго постоянно на поверхности излуча­
теля. Ввиду этого при определении импеданса излучения в соотношении
(1) постоянное давлепие приходится заменять средним по площади излу­
чателя давлением.

Относительно акустического импеданса поверхности рассеивателя Z> 
можно сделать аналогичное замечание. Весьма небольшой набор рассеи­
вателей допускает введение импеданса, строго удовлетворяющего условию
(2) . Значительно чаще рассеивающую поверхность можно описывать им­
педансом только с определенной погрешностью, обусловленной тем, что
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при постоянном внешнем давлении колебательная скорость на этой по­
верхности оказывается не строго постоянной.

Использование имнедансных характеристик, определяемых соотноше­
ниями (1) и (2), не вызывает проблем при решении конкретных задач, 
если условиями задачи обеспечено постоянство колебательной скорости на 
излучающей поверхности или постоянство внешнего давления на рассеи­
вающей поверхности. Однако даже для объектов малых волновых разме­
ров это выполняется далеко не всегда. Так, например, если рассеиватель 
имеет размеры, существенно превышающие как расстояние до излучателя, 
так и размеры самого излучателя, то акустическое давление на поверхно­
сти рассеивателя будет существенно непостоянным. Ниже будет ноказапо, 
что импедансы Z, и Z2, помимо равенств (1) и (2), удовлетворяют более 
общим интегральным соотношениям имиеданспого типа, позволяющим ис­
пользовать эти импедансы при решении более широкого круга задач, в ко­
торых акустическое поле оказывается существенно непостоянным на рас­
сеивающих или излучающих поверхностях.

Итак, получим интегральное соотношение для импеданса излучения. 
Предположим, что в безграничной среде или в среде с абсолютно жестки­
ми границами имеется излучающая поверхность 5 Ь описываемая импедан­
сом излучения Zl Предположим теперь, что па поверхности S t задано про­
извольное распределение колебательной скорости vt (M)y где М  — точки 
рассматриваемой поверхности. Излучаемое в среду акустическое ноле 
Pi (Mi) в точке Mi поверхности S t можно представить через функцию Гри­
на G ( M i M )  в следующей интегральной форме:

Pl (Л/,) =  J  G(Mi, М) Vi (М) dsn. (3)
S ,

Здесь G(MU М) — функция Грина, имеющая смысл давления в точке Ми 
создаваемого точечным источником с единичной объемной скоростью, на­
ходящимся в точке М поверхности dsM — элемент поверхности Si при 
интегрировании по координатам точек М. Соотношение (3) имеет универ­
сальный характер. В частности, это соотношение справедливо и в случае 
задания на излучающей поверхности Si постоянной колебательной скоро­
сти vu которой соответствует постоянное на этой поверхности давление р{:

Pi =  \  G(Mu M)dsM'V{ (4)
S,

Сравнивая (4) с (1), приходим к заключению, что на поверхности, опи­
сываемой импедансом излучения Z u функция Грина должна удовлетворять 
следующему интегральному соотношению:

1 G(M„M)dsM =  Z l. (5)
S,

Проинтегрируем теперь правую и левую части соотношения (3) по пло­
щади S , :

j  Pi (Л/,) d$u, =  j j  G (М\М) v, (.¥) dsM ds,u,- (6)
S ,  5 ,

В правой части соотношения (6) меняем порядок интегрирования и, ис­
пользуя свойство симметрии функции Грина, а также соотношение (5), 
приводим (6) к виду

\  Pi(Mi)dsMl = Z i \  Vi{M)dsM. (7)
S. К,

Таким образом, на излучающей поверхности, допускающей введение им­
педанса излучения Z,, произвольно зависящая от координат колебатель-
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пая скорость связана с излучаемым давлением интегральным соотноше­
нием (7).

Для рассеивающей поверхности S2, допускающей введение импеданса 
Z2 в соответствии с условием (2), аналогичным способом можно получить 
следующее интегральное соотношение, эквивалентное по содержанию со­
отношению (7):

j  р2 (N) ds„ = —Z2 j  v2 (N) dsK, (8)
S, S3

где p2(N) — внешнее давление в точке N па рассеивающей поверхности 
S 2; v 2 ( N )  — нормальная составляющая колебательной скорости на поверх­
ности S2.

Проиллюстрируем выполнение интегрального соотношения (7) для из­
лучающей поверхности в частном случае, когда поверхностью *Si является 
бесконечная плоскость z=0, излучающая в бесконечное полупространство 
z>0. Допустим, что па плоскости z= О задано произвольное распределение 
колебательной скорости vi (xi у ), где х  и у —координаты на излучающей 
плоскости. Представим колебательпую скорость, а также излучаемое дав­
ление Pi (я, у) на плоскости z = 0 в виде интегралов Фурье:

(' х ' у ^ = ^ ^  е *и + ™ d ^
— 00

4 * Ь
4л2 , У 1-(Г+г12)/^

где £(£, ц) — компонента пространственного спектра Фурье колебательной 
скорости, р, с, к — нлотпость, скорость звука и волновое число среды z> О 
соответственно, /  — мнимая единица. Проинтегрировав левые и правые ча­
сти соотношений (9) по площади поверхности z=0 и используя свойства 
дельта-фуикции, получим

Я (а:, г/) rfa: с7г/=г? (0,0),
—*

И Pi (x , y )dx  dy =pc v ( 0 , 0 )

Учитывая, что для бесконечной плоскости сопротивление излучения равно 
волновому сопротивлению среды Z,=pc, легко получаем из (10) соотно­
шение типа (7) применительно к рассмотренному частному случаю излу­
чения бесконечной плоскостью.

Аналогичным образом можно показать, что интегральное соотношение 
типа (7) будет строго выполняться и при излучении цилиндрической или 
сферической поверхностями, причем для этих поверхностей, так же как 
и в случае бесконечной плоскости, равенство (7) превращается в соотно­
шение импсдансного типа для нулевых компонент разложений давления 
и колебательной скорости по соответствующим (цилиндрическим или сфе­
рическим) функциям. Упомянутые выше поверхности допускают введение 
импеданса излучения, строго удовлетворяющего условию (1).

Рассмотрим теперь случай, когда излучающая поверхность допускает 
нестрогое по отношению к определению (1) введение импеданса излуче­
ния. Пусть излучающей поверхностью является круг г<г0 малых волно­
вых размеров, находящийся в жестком экране. Импедансом такого излу­
чателя является импеданс излучения круглого поршня [1]

Zt=Zn=pc (—8/Зл//сг0+ 7 2/с2г02 ), ( i t )



где г() — радиус поршня. Однако ввиду того, кто излучаемое давление при 
постоянной колебательной скорости на поверхности круга, вообще говоря, 
не остается строго постоянным на этой поверхности, даже при малых вол­
новых размерах Ar„< 1 импеданс излучения (11) удовлетворяет соотно­
шению (1) с некоторой погрешностью. Точнее говоря, импеданс (И ) бу­
дет удовлетворять соотношению (1) после замены в последнем давления 
р 1 средним по площади поршня давлением. Представляет интерес просле­
дит!,, в какой степени нестрогое введение импеданса излучения сказыва­
ется на выполнении полученных выше интегральных соотношений. С этой 
целью помимо поршневых колебаний излучающей поверхности г<;*0 рас­
сматривались два других варианта задания колебательной скорости на этой 
поверхности. В первом из рассмотренных вариантов колебательная ско-

Фиг. I
Фиг. 1. Сравнение фактического коэффициента пропорциональности Z с сопротив­
лением излучения поршня Zn при различных распределениях колебательной скоро­
сти на поверхности круга г<т<>; Я=Ке Z/Re Zn, Af=ImZ/ImZn. Колебательная ско­
рость отлична от нуля и постоянна на кольце 0,9г0< г^ г0: 1 — R, 2 - М . Колебатель­

ная скорость задана в виде дельта-функции при г=0: 3 -  R, 4 — М
Фиг. 2. Мощность излучения монопольного источника при различном характере им­
педанса поверхности рассеивателя (7 = lg  |Z2/Z, |, W =\g  | / / /0Fi2| ): 1 -  упругий им­

педанс, 2 — инерционный импеданс, 3 — активный импеданс

рость полагалась постоянной на кольце О^ГцО^Го и равной нулю на 
остальной площади круга. Но втором случае колебательная скорость зада­
валась в виде дельта-функции, отличной от нуля в центре круга при г=0. 
В обоих вариантах выполнялись численные расчеты интегралов от излу­
чаемого давления и от колебательной скорости по поверхности г^Го, после 
чего определялось значение коэффициента пропорциональности Z между 
этими интегралами, которое при строгом выполнении интегрального со­
отношения (7) должно быть равно сопротивлению излучения поршня Zn
(11). На фиг. 1 приведены для обоих вариантов действительные и мнимые 
части расчетного коэффициента пропорциональности Z, отнесенные к дей­
ствительной и мнимой частям сопротивления излучения Zn соответственно.

Графический материал, представленный на фиг. 1, показывает, что 
при волновых размерах излучателя кг0< О/i расчетные значения коэффи­
циента пропорциональности Z при существенно непостоянной колебатель­
ной скорости на поверхности излучателя отличаются от сопротивления 
излучения поршня менее чем на 20%, т. е. интегральное соотношение (7) 
выполняется с достаточной для практических расчетов точностью.

В задачах об излучении или рассеянии звуковой энергии телами малых 
волновых размеров поток излучаемой или рассеиваемой звуковой энергии 
в нервом приближении (с точностью до членов .дипольного характера) 
пропорционален объемной скорости поверхности излучателя или рассеи­
вателя, т. е. интегралу но поверхности от колебательной скорости. При 
решении такого рода задач интегральные соотношения типа (7) и (8) мо­
гут оказаться весьма полезными в тех случаях, когда внешнее акустиче­
ское давление на поверхности рассеивателя или колебательная скорость 
на поверхности излучателя оказываются существенно непостоянными. 
В качестве примера использования интегральных соотношений (7) и (8) 
рассмотрим задачу о мощности излучения точечного источника объемной 
скорости, находящегося на поверхности акустически податливого рассеи­
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вателя малых волновых размеров. В данном случае рассеиватель можно 
трактовать и как акустический экран.

Итак, пусть в некоторой точке N t, находящейся на поверхности S2 экра­
на (рассеивателя) малых волновых размеров, размещен точечный источ­
ник, создающий объемную скорость У,. Допустим, что поверхность S2 до­
пускает введепие импеданса излучения Z, и поверхностного импеданса 
Z2, описывающего акустическую податливость этой поверхности. Считая 
импедансы Z, и Z2 известными, определим излучаемую точечным источ­
ником акустическую мощность. Отметим следующие особенности сформу­
лированной задачи. Во-первых, внешнее акустическое давление на по­
верхности экрана существенно непостоянно. Во-вторых, конфигурация по­
верхности экрана не конкретизируется. Точечный источник объемной 
скорости и экран (рассеиватель) можно рассматривать как два совместно 
работающих близко расположенных монопольных источника малых вол­
новых размеров. Мощность излучения /  таких источников определяется 
их суммарной объемной скоростью и равна [2]

/ = / o l V r W ,  (12)
где /о — мощность излучения точечного источника с единичной объемной

скоростью в отсутствие экрана У2 =  J v2(N)dsN — объемная скорость по-

верхности экрана 52, и2(N) — нормальная составляющая колебательной 
скорости в точке N  поверхности S2. Представим акустическое давление 
р2(Л0 на поверхности S 2 в виде суммы двух слагаемых:

А (Л 0 -/М Л 0 + * ,(Л 0 , (13)
где pzi(N) — давление, создаваемое источником при заторможенной по­
верхности экрана, р22 (̂ V) давление, излучаемое за счет колебаний по­
верхности экрана при заторможенном источнике. Интегральное соотноше­
ние (8) с учетом (13) можно записать в виде

J  [ р М  + р М  ]dsK =  - z j  vAN)ds„ = - Z 5F 2. . (14)
Si . s2

К давлению p22(I\J), излучаемому поверхностью экрана при заторможен­
ном источнике, применимо интегральное соотношение (7):

J Ра(N)dsK= Z,J v2{N)dsN= Z [V2. . (15)
S 2 S s

Представим давление p2i(N), создаваемое источником на заторможенной 
поверхности экрана, через функцию Грина G(N , TV,): p2i(N)=G(N, Ni)V i. 
Интегрируя обе части последнего равенства по площади экрана и исполь­
зуя при этом интегральное соотношение (5) для функции Грина, получаем

I  рг, (N)dsK =  J  G (N, Nt) V, dsa=ZtV,. (16)

Подставляя (15) и (16) в (14), получаем Z,F2+Z,T/ I= —Z2F2. Последнее 
равенство позволяет определить объемную скорость поверхности экрана 
У2. Подставляя выражение для V2 в (12), получаем для излучаемой мощ­
ности следующую окончательную формулу:

/ = / оУ,
Z2/Z, 2

1+Z2/Z,
Таким образом, использование получепных в настоящей работе интеграль­
ных соотношений импедапсного типа позволило получить довольно про­
стое выражение (17) для акустической мощности, излучаемой монополь­
ным источником, находящимся па поверхности импедапсного экрана ма-
£ Акустический журнал, М» 2 3~3



лых волновых размеров. Из полученного выражения следует, что при лю­
бой конфигурации поверхности экрана его влияние на излучаемую мощ­
ность зависит только от отношения импеданса поверхности экрана Z. к 
импедансу излучения этой поверхности Z,. Характер зависимости иллю­
стрируется расчетными кривыми на фиг. 2. Здесь по оси абсцисс отложен 
логарифм модуля отношения импедансов lg |Z 2/Zi|, а но оси ординат — 
величина lg(///0F,), являющаяся логарифмом отношения мощности, излу­
чаемой источником при наличии экрана, к мощности, излучаемой этим же 
источником без экрана. Расчеты выполнялись для случая, когда сопротив­
ление излучения поверхности экрана является инерционным и предста­
вимо в виде Z,=Z,°(—/+ Р ), где Z,0 и р — действительные величины, причем 
обусловленный потерями на излучение коэффициент (5 в расчетах прини­
мался равным 0,1. При любом характере импеданса экрана излучение 
источника стремится к нулю при стремлении к нулю модуля отношения 
импеданса поверхности экрана к импедансу его излучения |Z2/Z ,|2 и стре­
мится к излучению источника без экрана, когда модуль этого отношения 
стремится к бесконечности. Для экранов с инерционным или активным 
характером импеданса поверхности Z2 увеличение излучаемой мощности 
от нулевого значения до мощности, излучаемой источником без экрана, 
происходит монотонно с возрастанием |Z2/Z,| (кривые 2 и 3). Экран с 
упругим характером импеданса поверхности в районе |Z2/Z ,|2~  1 сущест­
венно увеличивает мощность излучения источника до уровней, значитель­
но превышающих мощность излучения этого источника в отсутствие экра­
на (кривая /) . Такой характер влияния упругого экрана на мощность 
излучения источника обусловлен резонансом упругости поверхности эк­
рана с присоединенной массой среды, в которую происходит излучение.
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