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ГЕОМЕТРООПТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОЛЯ 
НАПРАВЛЕННОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ В  НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ

Ш а р ф а р ец  В. I f .

Рассмотрена задача о получении начальных условий для эйконала и 
амплитуд геометрооптического ряда при расчете ноля направленного 
излучателя в случае, когда область, заключающая излучатель, может 
быть принята однородной.

Метод геометрической оптики (МГО) играет исключительно важную 
роль при оценках волновых нолей в неоднородных средах различной при­
роды [1, 2]. Обычно метод привлекается для расчета функции Грина той 
или иной краевой задачи. Реже рассматривается направленное излучение. 
При этом, как правило, ограничиваются нулевым членом геометрооптиче­
ского ряда в области применимости МГО [2] либо в области простой 
каустики [3]. Существует также ряд работ, рассматривающих распро­
странение волновых пучков в плавно неоднородных средах [4 и др.], одна­
ко решение в них представляется в виде, отличном от стандартного гео­
метрооптического ряда [2J. В настоящей работе рассматривается геомет­
рооптическое описание ноля направленного излучателя в областях при­
менимости МГО в плавно неоднородной среде, искривление звуковых лу­
чей в которой существенно проявляется лишь на расстояниях, больших 
по сравпеиию с размерами излучателя.

Для решения поставленной задачи выпишем асимптотическое разло­
жение по обратным степеням волнового числа к для поля направленного 
излучателя в любой его окрестности в свободном однородном про­
странстве.

Поле U произвольного гармонического поверхностного либо объемно­
го излучателя в свободном однородном пространстве может быть найдено 
с помощью следующей формулы [5]:

— точки трехмерного пространства; / — объемная плотность источника, 
определяемая следующим образом [5]: /(R ')=/o(IV), R '^ D  в случае объ­
емного источника и

в случае поверхностного источника.
Здесь 6*(R') — аналог обычной б-функции и называется простым слоем 

поверхности S=dD [5, с. 98]

—  (p,(R')6s(R 0 ) — двойной слой поверхности S является аналогом произ- 
дп

U (R) =  1  R')dv=  (/(R '), G(R, R '))- <0
D

Здесь D — область, занятая источником,

Rf=/?3\Z); R'<= D; R=(*, V , *>; У \  *')

/(R')=/»(R')  =  - ^ t ^ - 6 . ( R ,) +  ̂ -(£/(R')6.(R')),on On

s
9
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-водной обычной 6-функции [5, с. 115 ] 1

(^(n(R')6.(R')),F(R')) = -J  |i(R')f-F(R')<fe;хдп '  „ дп
О  4

п — внутренняя нормаль к поверхности S; G(R, R') — функция Грина 
G(R, R')=exp(//c|R—К'|)/4я|К—R '|; /с=со/с — волновое число.

В работе [6], а затем и в ряде других работ (например, [7, с. 84—86]) 
получено асимптотическое разложение интеграла (1) по обратным степе­
ням kR , где J?= |R |, вне области D:

U( R) =
exp (jkR) Гп(0,ф)

4nR “  (АЛ)»

где R=(7?, 0, ф); Vn удовлетворяют рекуррентному соотношению

(Де,ф+гс(гс+1)) Vn
Vn+i = 2j(n+l)

п=0, 1 , 2 , . . .  . (3)

Здесь Де,q,=sin“ 1 0d/’d0(sin 0<?/(?0)+sin-2 вд21дц>2 — оператор Бельтрами па 
сфере; Г о(0, ф)=/)(0, ф); 0 (0 , ф) — диаграммная функция излучате­
ля [8]. Таким образом, рекурсия (3) позволяет выражать коэффициенты 
ряда (2) через значения диаграммной функции.

Методом перевала [9] получим разложение (2) для представления 
акустического поля, отличного от вида (1) (как показывает приведенный 
ниже пример вычисления отраженного от плоской границы ноля, это 
альтернативное представление описывает более широкий класс задач). 
Для этого выпишем исходное выражение (1) в виде суперпозиции плос­
ких волн [8]:

со

U (R) =  В<(кх, К ) exp(j(k,., R ) ) dkxdky , i = l ,  2. (4)
оЯ сс— со

Здесь
D,(kx, /с„) =  (/(R '), ехр(—/(к,-, R ')) (5)

— диаграммная функция излучателя; k ,=(& x, ку, —а ); к2=  (кх,_ку, сс);
а=(к2—кх2—ку2У12; кх, kye=R2. Выражение (4) справедливо при гДе
Q — полоса

Q={{x, у, z) : х у y ^ R \  ze[z„ z2]},
z u z2 — соответственно минимальная и максимальная апликаты области D; 
i = 1 при z^Zi, а 1=2 при z^=z2 [8].

Отметим, что ранее в работе [ 10] рассматривалось вычисление интегра­
лов вида (4) методом перевала, однако полученные там выражения спра­
ведливы только при условии Ы » '1 ,  где d — размер антенны, и вследствие 
этого не совпадают с выражениями (2), (3). В настоящей работе не ста­
вится ограничение kd> 1 при оценке (4) методом перевала.

Для использования метода перевала перейдем в (4) к сферическим ко­
ординатам 2Я л/2—jeo

и  (R) =  j  j  D (0', ф') exp (jkR (sin 0 sin O' cos (ф—ф') +Ья „
4- cos 0 cos O') )sin0' dQ' dq>', 0^[O, я/2], (6)

2л  л / 2 —j<x>

U{ R) =  - ^ J  J  D(n—0', <p') exp (/ft/? (sin 0 sin 8' cos(cp—ф') +
8я n

+  cos 0 cos 0 '))sin0' dQ' йф', 0^1я/2, я ]. (7)
4
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Здесь введены обозначения:

D ( n - 0', tp') =£>, (кХу ки) 
D(Q\<p')=D2(kxykv) 0'е[О,я/2-/°о),

0 = л —0.

Получим асимптотическую оценку интеграла (6) (интеграл (7) в 
силу идентичности оценивается аналогично). Для этого, следуя работе 
[11 ,  с. 500], сделаем замену переменных интегрирования: углы 0', ср' ха­
рактеризующие положение переменной точки интегрирования по отноше­
нию соответственно к осям z и х, на углы и и v, характеризующие положе­
ние точки интегрирования относительно вектора R. Тогда [ 1 1 ,  с. 500] 
sin O'dO'dcp^sin ududv\ cos u= cos 0 cos 6'+sin 0 sin 0'cos (ср—ф '). Пределы 
интегрирования при этом остаются неизменными. Окончательно имеем

2л л / 2— ) со

C7(R) =  — 1  j  D(u)e>kBC0SUsmududv.
8 п '~ о а

Здесь D(a)=D(Q’ (и), ср'(а)). Точка перевала соответствует гг=0. Пере­
вальный путь определяется соотношением

co su = l+ /s. (9).

Осуществляя в (8) замену переменной (9), имеем
2 л  со

j  J  D (и (s)) e~bHs ds dv.
о о

Здесь зависимость u{s) видна из (9). Очевидно, что и (0)=0 (см. (9)). 
Представим D(u{s)) в виде ряда Тейлора в окрестности точки s=0:

ж * . » - ( и )
п=0

Отметим, что ao=Z3(0) =/)(0, ср), так как и= 0 соответствует случаю 0 '=0 , 
ф'=ср. Вычисление (10) с учетом ( 1 1 )  дает

В силу единственности асимптотического разложения [9] коэффициенты
рядов (2) и (12) тождественно равны F„(0, cp) =  F n(0, ср), п=0, 1, 2 ,----
Впрочем, коэффициенты ряда (12) могли бы быть также найдены путем 
подстановки (12) в уравнение Гельмгольца аналогично тому, как это де­
лалось при отыскании коэффициентов ряда (2) в [7]. Также вычисляется 
и интеграл (7). Таким образом, с помощью двух различных подходов по­
лучен асимптотический ряд по обратным степеням волнового параметра. 
Отметим также, что сравнение рядов (2) и (12) показывает, что несмотря 
на то что исходные интегралы (4) не работают в полосе Q, тем не менее 
ряд (12) оказывается справедливым и в полосе Q.

В качестве примера использования полученных асимптотических рядов 
рассмотрим классический случай вычисления коэффициента отражения 
сферической волны от плоской границы [12] .  Поле отраженной сфериче­
ской волны, созданной точечным источником, расположенным в точке 
R = (0 , 0, 2 0) , может быть записано в виде [12]

со

/ f [ ехр(/(*«а:+й,у+а(2 + *0)))
■фетр =  ̂ -  J J ------------------------------------------У  ( I )  d k * dK ,

Ъ=(к*+ку'У\
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Помещая начало координат в точку R = (0 , 0, — z0), преобразуем последнее 
выражение к виду

Фотр
д а — СС

ехр (Я-А*а?+Лч,у+а*))
а

V{l)dkxdkv.

Последнее выражение имеет вид (4) с точностью до постоянного множи­
теля. Следовательно, отраженная волна может быть записана в виде ряда 
(2) или (12):

со
ехр  (/АЛ) 

R

где F n(0) определяется из рекурсии (3)^а V0(0) =  F (0 )= F (£ )  (коэффи­
циент отражения плоской волны F (0 )= F ( |)  от ср не зависит вследствие 
цилиндрической симметрии задачи). Для трех первых членов ряда имеем

М 0 ) =  7 ( 0 ) ,

V> (0) =  - ^ 4 ^  ~ ^ i v " ( e ) + v f (0)ctg 6],
z 7 zy

f 2(0) =
(Ao2+2A e) V (9)

2 (2 / ) 2

F IV (0) + V  "  (0) ctg 0+ F"(0) (1 — sin-2 0) +V' (0) ctg 0 (2 +  sin-2 0)
2 (2  i )2

Здесь Ae=sin  1 0<9 (sin 0(9/30)/<90. Выражения для V„ и F, получены в рабо­
те [12] методом перевала и последующим обращением рядов вида (11),  
причем вычисление уже члена V2 связано с большими трудностями. Вы­
числение же по рекуррентной формуле (3) практически снимает эти 
трудности.

Рассмотрим далее случай, когда направленный излучатель помещен в 
неоднородную среду, такую, что в области 1) ее функция Грина незначи­
тельно отличается от функции Грина однородного свободного пространст­
ва, т. е. ноле в непосредственной окрестности излучателя достаточно точно 
описывается рядом (2). Тогда, если решение задачи ищется в виде гео­
метрооптического ряда [2, с. И]

С/ (R) =  ехр (jhty (R )) I
«=•• о

A n(R) 
{ ’! к ) 11

то начальные условия для эйконала и амплитуд могут быть получены пу­
тем «сшивания» последнего ряда с рядом (2) при некотором R=(R,  0, ср) 
в ближайшей окрестности излучателя, где еще ряд (2) корректно описы­
вает поле излучателя, а лучи прямолинейны. «Сшивание» рядов дает сле­
дующие начальные условия для эйконала и амплитуд:

А п°( R) =

4го (1 1 )= /? ,
1  F „ ( 0, ф)

7 Э4 nR Rn п=0, 1 , 2 , . .

Физически это эквивалентно сжатию реального излучателя в эквива­
лентный точечный, расположенный в геометрическом центре реального 
излучателя R =0.

В случае, когда область D является существенно неоднородной, описы­
ваемый подход неприменим и требует уточнения.
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