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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ХАРАКТЕРИСТИКИ НАПРАВЛЕННОСТИ 
АКУСТИЧЕСКОЙ АНТЕННЫ ПО ИЗМЕРЕНИЯМ ПОЛЯ

В ОГРАНИЧЕННОМ ОБЪЕМЕ

Дан расчет характеристики направленности излучения акустиче­
ской антенны по измерениям ее ноля в объеме, ограниченном сфериче­
ской поверхностью с известными коэффициентами отражения сфериче­
ских гармоник, учитывающий многократные отражения и рассеяния 
волн от грапичной сферы и антенны. Коэффициенты рассеяния антенной 
сферических гармоник выражены через измерения поля источников с 
заданной объемной скоростью.

В (1] дан способ расчета характеристики направленности излучения 
акустической антенны но измерениям ее поля в ограниченном объеме. 
Этот способ, строго говоря, применим лишь для звукопрозрачных ап- 
тенн, не вызывающих рассеяния набегающих на них воли. Апалогичпое 
положение имеет место и в задаче нахождения характеристик направлен­
ности электромагнитных антенп по измерениям поля в ограниченном 
объеме: эксперимент показывает [21, что пренебрежение рассеянием элект­
ромагнитных воли в такой задаче допустимо лишь для тел малых волно­
вых размеров.

Здесь проведем учет многократных рассеяний волн антенной в ука­
занной акустической задаче в случае сферического объема с одпородпой 
границей сферой радиуса а, полагая пока матрицу коэффициентов 
рассеяния антенны известной и ограничиваясь сначала осевой симмет-

Первичиое поле антенны есть ноле ее излучения в свободном прост­
ранстве. J3 сферических координатах г, 0 в точке наблюдения, отстоящей 
от начала координат дальше любой точки аптенны (это условие полагаем 
далее выполненным), оно имеет вид*

где л\)п+ =  k , ^  ( к г )  Рп (cos 0), ( к г )  и Рп (cos 0) — сферические
функции Ганкеля и полиномы Лежандра соответственно, к — волновое 
число, Лп(0> — комплексные амплитуды расходящихся сферических гар­
моник, времепной множитель ехр (— Itoi) подразумевается. Отражение 
поля (1 ) от граничной сферы г = а порождает поле сходящихся к антен­
не волн

где ф,~ =  /г„(2) (кг) Рп (cos 0), R n — приведенные к цептру коэффициен­
ты отражения расходящихся сферических гармоник от граничной сферы,

R„ =  K nha{1) (ka)/h,W (ко) =  К п ехр {12 arccos | /п {ka)/\ (ka) |},
jn (ka) — сферическая функция Бесселя, К п — обычные коэффициенты 
отражепия(в принципе эти коэффициенты могут быть найдены из срав­
нительно простых измерений в отсутствие антенны).

Первично рассеяппое поле, порождаемое волнами (2), имеет вид

риеи.

а )

(2)

п> 0

0
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где
/1(1)— V  /t(0V/(0) гс(0) — Я сУ 1 п  —  7  s i  т  ы П 1 П 1 i * t n n — J l m K'  m m (3 )

1П&о
cmn — коэффициент рассеяния тъ-й сходящейся к центру сферической 
гармоники в гс-ю расходящуюся; для абсолютно поглощающей антенны 
стп =  0, для абсолютно прозрачной - стп — ат-m-m где б0 =  1 , бт  =  О
при т Ф  0 .

Полное поле р является суммой первичного поля и всех последова­
тельных отражений и рассеяний:

(4)Р =  Л„ ( V  -|- Лг,уп-),
0

где
Ап =  Л',0) +  А&  +  Af> +  . . . .

Л Г г) =  У  А $ а ( 0 )тп1

(5)

(6)
т>0

Из (3) и (6) следует

4 s)= ^ 4 M l ,  где а&к =  У  .a'mvavn-
тп̂ О

Отсюда по индукции получим

Z jv^o

л <*+« _  V  Л (0W'S)
-С.ГП>0

где а Ц  =  У 1 a (mv’«Ж-
V>0

Подстановка этих выражений в (5) дает:

тп» (? )
ГП>|)

где
„(I) I г/(2) '-Ьтп “I 'А'тпв  —  г/°>Рит — a mn

По известным i?n и стп и полученным формулам можно найти (Зт „, а по 
измеренным значениям полного поля р  па сфере г =  const — коэффи­
циенты Л п. При этом, учитывая свойство полиномов Лежандра

^ Рп (а’) ^tn (■Е) dx =  2п _|_ |  $П-1П)

О yj 1_ \  /Л

получим

(8)

Наконец, разрешая систему уравнений (7) относительно амплитуд А т <°>, 
найдем искомые коэффициенты первичного поля (1). Практически реше­
ние системы приходится получать методом редукции, который по мере 
увеличения ранга матрицы — коэффициентов pmn, принимаемых в рас­
чет — позволяет получить с желаемой степенью точности искомые ам­
плитуды Л ;1(0>. Асимптотика первичного поля при больших кг дает ис­
комую характеристику направленности:

| ( 0 )

П> о
В простейшем случае, когда все сШп при т Ф п равны нулю, имеем
a mn =  (RnCnn)s+1bm-n, Рпп оказывается^ суммой геометрической прогрес­
сии, Л п<°) =  (1 — R ncnn) А п.
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Обратимся теперь к обратной задаче — нахождению коэффициентов 
рассеяния стп. Их можно найти при отключенной антенне по измере­
ниям поля достаточно большого числа источников заранее известной объ­
емной скорости в достаточно большом числе точек рассматриваемого объ­
ема. В отсутствие антенны поле источника объемной скорости F, распо­
ложенного при г =  г0, 0 =  0, равно

где
^ (г> 0) =  i t  к2у X {2п + 1 }  (cos 0) {кг) b"n̂ O

Ь„ (ж) =  in„ (x). -\- /„ (x) 1 R
1 -  R

ti?  (x) -I- R j t f  (x)
1 -  R П

nn (я) — сферическая функция Неймана. В случае ; \ >  г0 в правой части 
формулы (9) г и г0 следует поменять местами. Из (9) видно, что амплиту­
да п-й сходящейся к центру сферической гармоники для такого источ­
ника равна

A n =  ^ - k W { 2 n  +  1 )М*Го>-

При непрерывном осесимметричном распределении монополей по сфере 
г =  г0 <  а с поверхностной плотностью объемной скорости V (0) =
=  ^  VnPn (cos G) имеем при г

& (г, 0) =  £  * 2 X I  V”P” (cos 9> /» (Аг) Ь» (k-o). (Ю)

а при ?• >  г0 в правой части формулы (10) г и /*0 следует поменять местами.. 
Из (10) видно, что для такого распределения

1 п= | г ^ а №г.). (и>
Очевидно, поле от желаемого распределения источников звука можно 
получить методом синтезированной апертуры, располагая всего одним 
источником, перемещаемым по сфере г =  г0 с суммированием или интег­
рированием его поля с соответственным положению источника весом. 
Если же объемные скорости излучателей неизвестны, но измерено поле 
р  (г, 0), которое они создают при г <  г0 в отсутствие антепны, то ампли­
туды Лп также можно найти: они равны правой части формулы (8), вы­
численной в отсутствие антеппы.

Дифрагированное поле (разность полного поля р и падающего 3 )  на­
пишется в виде разложения по сферическим гармоникам р — 3° =
=  Вп (ф„+ +  /?пф,Г), амплитуды которого очевидным образом вы- 

о
ражаются через иоле р, измеренное на поверхности контрольной сферы:

Вп =  Лп- 2 п +  1

2 [А™ {кг,) +  Rnh™ (кг,)] j

Л

SP (г„ 0) Rn (cos 0) sill 0 dQ, (12)
'  '  — — -  U

рде А п выражены формулой (8). Подстановка в (12) З5 {г,, 0) из формул 
(10) дает

ы

В п =  А п -
рс к2 [7 h(nV (kr0) + R j f f  (кг0) . п  ч

пр"  r ‘ < r "'
рс к2Вп А  п - 4 я j_ _  R  v njn (кго) при >  г0.

В частности, когда поле 3° представлено формулой (9), Vn =  (2п 
Полное поле р  (г, 0) при г <  г0 равно

Р {г, 0) =  £  [(Ап +  Вп) фп+ +  (А„ +  R„Bn) ф„-].
0

1) V. 

(13)
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Амплитуды сходящихся к антенне и расходящихся от нее сферических 
гармоник связаны системой уравнений

л п +  в п — (Ат +  RmBm) c.nw, п —  0 , 1 , 2 , . .
т>  О

мз которой методом редукции находятся коэффициенты рассеяния стп. 
В частности, для диагональной матрицы коэффициентов отсюда получим
>спп =  (Лп +  Вп)/(Лп +  R nBn).

Если на сфере г =  гх измерены как звуковое давление, так и ради­
альная скорость, то коэффициенты стп можно найти и при пеизвестпых 
В п и Vn. В этом случае, следуя работе [31, воспользуемся выражением 
для радиальпой скорости v в виде

лрео (г, 0) =  У  ((Ап + В„) А®' (кг) + (Ап +  R„Bn) h f  (кг)] l \  (cos 0). (14)
[т«>0

Из уравпений (13) и (14), учитывая соотношение hnW (2:) ЬУп(х) — 
— hnV  (x)hnW' (х) =  Шх1 и используя ортогональность полиномов Ле­
жандра, получим

А п  +  В п =  2п 2 ' —  (к >\? [ ‘■Ра (>\l) >‘п У  ( lcrl )  +  Р™ п (r l )  №  (к г  Ah.

An +  R nB« =  -  2 - 4 Ь — (кг, ) 2 1 iРп (г,) кпУ (кг,) +  р сип (г,) А ®  (кг,)].
где

Л Л

рп (г) =  ^ р (г, 0) Рп (cos 0) siii 0 d0, оп (г) ~  (г, 0) Рп (cos 0) sin 0 d0.
о о

Альтернативно, амплитуды сферических гармоник можно найти из изме­
рений звукового давления на двух концентрических сферах [4].

Если антенна не обладает осевой симметрией излучения и рассеяния, 
то схема расчета сохраняется при соответственной нумерации сфериче­
ских гармоник фа± (/*, 0, ср), зависящих теперь также и от азимуталь­
ного угла ф: ф /  (г, 0, ф) =  /га<!) (кг) Pnl (cosO)C°S Up, фд~ (г, 0, ф) =sin
=  hnW (кг) Pnl (cos 0) C0S Up, где Pnl (z) — присоединенные полиномыbill
Лежандра, / =  l (q), n =  n (q), каждому q соответствует единственная 
пара индексов I и п , I пробегает значения от 0 до п, п =  0, 1 , 2 , . . ну­
мерация сферических гармоник ведется в порядке возрастания I при каж­
дом фиксированном п и в порядке возрастания п\ четным q соответствует 
косинус, нечетным — синус. При этом в (1), (2) и последующих форму­
лах А п, фп±, R n, Рп (cos 0) заменятся соответственно на A qy фд± (г, 0, ф),

COSR qj Рп (ъ°S0) • 2ф, где q соответствует паре индексов п, 1\ стп за-
S 1И

менятся на cq’q, где <7' также соответствует паре индексов я ',  Г; формулы (8) 
и (12 ) заменятся соответственно на

( п - 1 ) \  2я +  1 1
А„ =

(« +  0! А® (кг,) +  RqhP (кг,) (1 +  6г)
2 Л Л

X \  C0S Up dф  ̂р (г, 0, ф) Pnl (cos 0) sin 0 d0 J sin J
0 0

и
2n + \ 1в  - A  ________________________________

? 9 (n +  l)\ W  (kr,) + R qw  (кг,) 2я (1 +  б,)
X

231 Я

X \  C0S /ф dф C 5° (r, 0, ф) (cos 0) sin 0 d0. «> sin J
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Представляет интерес вопрос об устойчивости решения по отношению 
к небольшим неточностям в измерениях полей. По существу этого вопро­
са можно заметить следующее. В окончательные формулы для нахожде­
ния коэффициентов А п и В п полного и дифрагированного поля входят 
только операции интегрирования в конечных пределах от измеряемых 
полей с ограниченными весовыми функциями. Такие операции могут толь­
ко сгладить ошибки измерения, в отличие от операций дифференцирова­
ния или деления па малые знаменатели, здесь отсутствующих. Таким 
образом, устойчивость коэффициентов к малым ошибкам измерений оче­
видна. То же относится к искомым коэффициентам А п(°\ если определи­
тель системы (7) отличен от нуля. Если бы этот определитель мог быть 
равным нулю, то были бы возможны собственные колебания в области 
между антенной и граничной сферой. При наличии хотя бы малого* 
поглощения на границе области (| R n | <  1) это невозможно. При 
I Лп | 1 коэффициенты (Smn системы (7) заведомо малы по абсолютной
величине и определитель системы близок к единице.

Благодарю Л. И. Бойко и М. А. Миронова за полезные обсуждения.
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ON DETERMINATION OF THE FAR-FIELD RADIATION PATTERN 
OF AN ACOUSTIC ANTENNA FROM THE FIELD MEASUREMENTS

IN A BOUNDED VOLUME

Determination of the acoustic antenna radiation pattern from field measurements 
in a volume bounded by a spherical surface with know reflection coefficients of the spherical 
harmonics, which account the subsequent reflection and scattering of waves by the bound­
ing sphere and antenna, is discussed. The scattering coefficients of the spherical harmonic 
for the antenna are calculated from field measurements for radiation with known volume 
velocity.
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