
А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л
Т о м  36 1 9 9 0  Вып .  4

УДК 534.21 
©  1990 г.

О .  А. Годин

ДИСКРЕТНЫЙ СПЕКТР ЗВУКОВОГО ПОЛЯ 
В ДВИЖУЩЕЙСЯ СРЕДЕ

И с х о д я  и з  и н т е г р а л ь н о г о  п р е д с т а в л е н и я  а к у с т и ч е с к о г о  п о л я  т о ч е ч ­

н о г о  и с т о ч н и к а  в  д в и ж у щ е й с я  ж и д к о с т и  п о л у ч е н ы  в ы р а ж е н и я  д л я  

д и с к р е т н о г о  с п е к т р а  н о л я ,  п р и г о д н ы е  п р и  п р о и з в о л ь н о м  р а с п о л о ж е н и и  

п р и е м н и к а .  Р а с с м о т р е н ы  о б щ и е  с в о й с т в а  н о р м а л ь н ы х  в о л н  п р и  н а л и ч и и  

т е ч е н и й .  Д а н  к р и т и ч е с к и й  а н а л и з  п р е д ш е с т в у ю щ и х  р а б о т  п о  п р о б л е м е .

Исчерпывающее теоретическое исследование [1] поля точечного источ­
ника звука в волноводе, заполненном неподвижной слоистой жидкостью, 
осуществлено довольно давно и хорошо известно. Движение жидкости 
(течение), учет которого принципиально важен во многих задачах аэро- 
и гидроакустики, приводит к анизотропии акустического ноля. Нормаль­
ные волны перестают быть ортогональными. Вследствие этого исследова­
ние поля заметно усложняется. Выделению дискретного спектра звукового 
ноля монохроматического точечного источника в движущейся жидкости 
посвящены работы ряда авторов ( [ 2- 6 ] и др.), в которых получены су­
щественно различающиеся результаты. В настоящей статье будет систе­
матически изложен и развит подход к задаче, намеченный в ([6 ], § 15.3), 
а также указаны причины расхождений между опубликованными ранее 
решениями.

Течение будем предполагать устойчивым. Его скорость u = (u 1? и2, 0) 
вместе со скоростью звука с и плотностью р зависит только от вертикаль­
ной декартовой координаты z. Временная зависимость нолей берется в 
виде exp(-id)t). Для звукового давления, создаваемого монопольным ис­
точником звука единичной амплитуды, известно ([6], § 15.3) интеграль­
ное представление ф+л/2

f*(R> Ro) =  — j I  оЦ>[ Ф, (г|з) +Ф 2 (гр) ], (1 )
« Р - Л / 2

СО

Ф;= ( |,ф )cos( t b + n — t y d t ;  / = 1 , 2 ; Ь=г сое (ф -ф ), (2)

Ft (g, t|>) =  [F(S,i|>)-+F (—£ , ♦ ) ]  12, F 2a , ^ )  =  [F ( |,  i|>)-F(-S,1>)]/21. (3)
Здесь R и Ro — радиусы-векторы приемника и источника, R—R0=  (г cos <р,
7- sin Ф, z—z0), 1))) — функция Грина одномерной краевой задачи, ко­
торой удовлетворяет спектральная компонента поля с зависимостью 
exp(i|R ), !== (§ cos ф, |  sin ф, 0) от горизонтальных координат. Скорость 
течения входит в краевую задачу только через величину р=1—|и/со. Бу­
дем считать, что F при любом фиксированном if является аналитической 
функцией а местоположение ее полюсов — гладкими функциями if.

В двумерной задаче Р  выражается однократным интегралом но ве­
щественной оси £. Если и=0, то и в трехмерной задаче (1) легко сводится 
([1], § 47) к такому интегралу. Поэтому выделение нормальных волн, 
которым соответствуют вклады в интеграл от полюсов F, в обоих случаях 
легко осуществляется ([7]; 1, § 36) путем смещения контура интегриро­
вания па бесконечность в комплексной плоскости Сложность рассматри­
ваемой нами задачи обусловлена тем, что Р выражается через двойной
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интеграл от F, причем интегриронанис но £ ведется но полубесконечному 
интервалу.

Рассмотрим функцию Фь Используя тождества ([8 ], гл. 9, И )

Для вычисления g контур интегрирования в (5) дополним полуокруж­
ностью бесконечно большого радиуса, лежащей в верхней полуплоскости 
комплексной переменной Интеграл по этой полуокружности равен нулю 
в силу свойств функции Ханкеля. В результате g оказывается равным сум­
ме вкладов от полюсов Fx и непрерывного спектра ноля — интегралов по 
контурам, охватывающим лежащие в верхней полуплоскости '§ разрезы, 
которые исходят из точек ветвления функции

Ограничимся вычислением дискретного спектра Pd. Предполагая для 
определенности, что все полюса функции F простые, из (5) имеем

где суммирование ведется по полюсам £=£, функции F{, лежащим в верх­
ней полуплоскости; F 1(0 (ф) — вычет функции в точке £=£/(ф)» штрих 
означает производную от функции по ее аргументу. В (6) использовано 
обозначение

Интеграл B(q) выражается через хорошо изученные специальные функ­
ции — интегральный синус и интегральный косинус ([8], гл. 5). Исследо­
вание B(q) вынесено в приложение к статье.

Рассмотрим теперь функцию Ф2(ф). С помощью первого из тождеств
(4) представим ее как (ср. с (5))

Дальнейшие выкладки вполне аналогичны использованным при анализе 
Ф*. В результате, учитывая (1) и (6), для дискретного спектра звукового 
поля получаем

Отдельные слагаемые суммы в (9) будем называть модами. Для удобства 
записи мы используем одинаковое обозначение | / 0ф) для полюсов функ­
ций F, и Рг. При этом может оказаться, что при некоторых значениях ин­
декса I произведение F 1(0F2(0= 0.

Перейдем к анализу полученного результата. Формула (9) показыва­
ет, что поле отдельной моды складывается, вообще говоря, из компонент 
с различными направлениями волнового вектора. Оно удовлетворяет гра-

(4)
и четность Ft как функции §, представим Ф, в виде

1 +  со

(5)

1

(7)

Ф2= г б |  s( l-s* )- 'hds j  r ^ ( l ^ ) / o ( S bs)dl. ( 8)
0

«Р+я/2

В (l,r cos (i|>—ф )) ] £% (9)
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ничным условиям на обеих стенках волновода (или при |z|->«> в безгра­
ничном волноводе). Поскольку для полюсов, дающих вклад в (9), Im £/>0 
и B(q)~exy(iq)  при | # | »1  по (Г1.8), то ноле каждой моды удовлетворяет 
также принципу предельного поглощения при Как и в неподвижной 
среде, отдельная мода не удовлетворяет условиям в источнике; при г-*0 
звуковое давление в моде, согласно формуле (П.5), имеет логарифмиче­
скую особенность.

В частном случае неподвижной среды F не зависит от ф и является 
четной функцией Поэтому (£, ф) «/'*(§), F2(%, ф )=0, вычет Fln функ­
ции F в полюсе и само положение полюса не зависят от ф. Тогда 
формула (9) упрощается и при учете (11.9) дает

Pd( R, R (Ю>

что совпадает с хорошо известным результатом для дискретного спектра, 
точечного источника в слоистой среде с и= 0 (см., например, [6], § 15.3).

Рассмотрим поле на больших расстояниях от источника в движущейся 
среде. Пусть существует £,(0)>0, такое, что при всех ф|£*(ф) | > § /0). Тогда 
на горизонтальных расстояниях r » l / V 0) приемника от источника аргу­
мент функций В ' и В  в (9) велик при всех ф, за исключением малых, ши­
риной порядка ( | / 0>г)“1<  1 , окрестностей конечных точек интервала ин­
тегрирования. Вне этих окрестностей В  и В ' можно заменить асимптоти­
ками, найденными в приложении. Учитывая, что при 1 
<const|ln  q\, нетрудно показать, что погрешность, вызываемая 
формальной заменой В  и В' их асимптотиками в окрестностях точек ф = 
= Ф ± л / 2 ,  в 1-м слагаемом суммы (9) допускает оценку сверху величиной 
const/!/0)r. Ею можно пренебречь при больших г по сравнению с вкладом 
основной части я /2— |ф—ср|>(^,(0)г) “ 1 области интегрирования, который, 
как будет видно из дальнейшего, пропорционален более низкой степени 
величины 1 /г.

Ограничимся вычислением главного члена асимптотики поля при i■->-«>. 
Поглощение будем считать малым. Тогда основной вклад в поле иа боль­
ших расстояниях внесут распространяющиеся моды, т. е. те, у которых 
Im £<=0 в отсутствие поглощения. Используя формулу (П.8) и учитывая, 
что F i(0+ |fF 2(')==F('), из (9) получаем

Ф+Л/2

Pd(R,R0) 1 1г(,Ф)Pw ("ф)exp[i \ i (ij))r cos(ф—ф )]cZ-ф. (1 1 )
l  <р-я/2

Здесь суммирование ведется по распространяющимся модам и предпола­
гается, что для всех них выполнено неравенство | / 0)г > 1 .

Под знаком интеграла в (11) стоит произведение ехр (op) г cos (г|?—ср) ]
на медленно меняющуюся функцию. Основной вклад в интеграл по ф 
дадут окрестности принадлежащих интервалу ( ф —j t / 2 ,  ф + л / 2 )  стацио­
нарных точек ф=ф*(0 показателя экспоненты. Они удовлетворяют урав­
нению

tg -  Ф) =  ^  In (12)

Если направление течения образует постоянный угол ф0 с осью абсцисс, 
то £,(ф) является функцией ДО cos (ф—ф0), где М  — характерное значение 
отношения u(z)/c(z)  (числа Маха течения). Поэтому, когда приемник 
расположен относительно источника по течению или против него, т. е. 
Ф = ф 0 или ф=ф0± я , то уравнение (12) имеет не зависящее от I решение 
ф*=ф. В отсутствие течения это справедливо при любых ф .  В важном для 
геофизических приложений случае медленных течений (ДО<1) |ф8(0—<р| —
=0(М ).
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Применяя метод стационарной фазы и ограничиваясь главным членом 
асимптотики, из (1 1 ) находим

Б случае неподвижной среды г|),(0=<р, D(cp) =  l, | t > 0, и поэтому формула
(13) будет совпадать с (10), если в последней заменить функцию Ханкеля 
ее асимптотикой для больших значений аргумента. Когда в движущейся 
среде при некотором I уравнение (12 ) не имеет решений на интервале 
(ср—я /2 , ф + я/2), то на больших дальностях поле соответствующей моды 
спадает, как г-1 или быстрее, и не дает вклада в (13). Если при некото­
ром I существуют несколько значений я|)в(/>, то каждое из них дает свой 
вклад в сумму (13). Однако, когда для данного I имеются два близких 
значения V 0 или стационарная точка вырождена ( |/)(ф ,(0) |< 1
или /) ( ’фв(,)) = 0) » метод стационарной фазы неприменим и для оценки ин­
теграла по в (1 1 ) следует использовать метод эталонных интегралов 
(см. [6 ], § 11.3). В этих случаях с ростом г иоле моды убывает не по за­
кону как в (13), а медленнее.

Соотношение (13) показывает, что на больших расстояниях от источ­
ника (по сравнению с длиной звуковой волны) в результате интерферен­
ции компонент поля моды с различной ориентацией волнового вектора 
подчеркивается та из них, фазовая скорость которой образует угол ^ а(/>—ф 
с вертикальной плоскостью, содержащей источник и приемник. Связь 
ура{1) и ф можно получить из общего выражения \v= (ir,, w2, 0) =  (dWd§i, 
<3co/d£2, 0) для групповой скорости моды. Пусть известно дисперсионное 
уравнение со=о)(^, г|*) (номер моды для упрощения записи опускаем).

прострашиотся от источника под углом ф к оси абсцисс, для которого

Легко убедиться, что это соотношение эквивалентно уравнению (12) ста­
ционарной точки.

Дальнейшему исследованию дискретного спектра звукового поля в 
слоистой движущейся среде посвящена работа [9].

Привлекает своей простотой отличный от изложенного выше подход 
[2—4] к выделению мод из интегрального представления поля точечного 
источника. Если отказаться от определения поля моды во всем простран­
стве и предположить с самого начала, что г достаточно велико, то в раз­
ложении поля точечного источника в двойной интеграл

по волнам с гармонической зависимостью от горизонтальных координат 
интеграл по t|> можно, казалось бы, вычислить методом стационарной фазы, 
а остающийся интеграл по $ свести к сумме вычетов в полюсах и интегра­
лов по контурам вокруг разрезов в верхней полуплоскости комплексной

(R, R0) ~

(13)

где
(14)•D(i|>)=cos(i|:—ср) [ 1 + 2  tg2("ф—ф) —|i

(15)
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переменной | .  С незначительными отличиями этот подход, дающий

L

1»(ф) 
2 лг

«/, / \ 
^ <0 (z, Zo, ср)ехр| tg, (<р) [2 -s g n  I , (ф ) ] I  г

lm g ,> 0 , (17)

применялся в статьях [2—4] и в других работах И. П. Чунчузова, В. Е. Ос- 
ташева и Н. С. Григорьевой.

Формально (17) получается из (13) заменой фя<0 на (р и D па 1. При 
этом оказывается, что фазовые и групповые скорости мод всегда парал­
лельны. Это явно противоречит известному эффекту сноса звука потоком, 
а также лучевой картине распространения звука в движущейся среде. 
Расхождение результатов [2—4] и точного решения проиллюстрировано 
на одной контрольной задаче в [9]. Источником недостатков использо­
ванного в [2—4] подхода является неправомерное применение метода ста­
ционарной фазы к интегралу по ф в (16). Действительно, если F(£, ф) как 
функция |  при фиксированном ф имеет полюс §=£/(ф), лежащий вблизи 
вещественной оси, то при фиксированном |~ R e  £,(ф0), гДе ^о произвольно, 
F(^n ф) как функция ф будет иметь полюс вблизи точки ф=ф0. Таким об­
разом, при любых МФО F отнюдь пе является медленно изменяющейся 
функцией ф по сравнению с ехр[/|г соз(ф—<р) ], что необходимо для при­
менения метода стационарной фазы. Отличие (13) и (17) исчезает при 
и^О, поскольку F в неподвижной среде не зависит от ф и интегрирование 
по этой переменной не встречает затруднений.

Следует отметить, что в частном случае медленных движений среды 
(Д/<1), который только и рассматривался в [2. 3], формула (17) при 
умеренных г мало отличается от нашего результата (13). Действительно, 
поскольку |фв<0—ф |= 0 (АГ), выражения для фазы моды отличаются толь­
ко членами порядка Л/2, которые находятся за пределами точности расче­
тов в [2, 3]. Отличие в амплитудах мод за счет слагаемого с d%/di\f в
(14) имеет, вообще говоря, первый порядок по М. Однако малые поправки 
к амплитуде мод обычно слабо сказываются на звуковом поле. Поэтому 
основные выводы о влиянии на распространение звука ветра в атмосфере 
и течений в океане в рассмотренных в [2, 3] случаях сохраняют силу.

В работе [5] для выделения полей нормальных волн в (16) сначала 
осуществляется интегрирование по £, а затем по ф. На первом этапе при 
|ф—ср|<л/2 вещественная полуось | > 0  дополняется дугой окружности 
бесконечного радиуса, лежащей в первом квадранте, и мнимой полуосью 
£=гт, 0^т<-Ь°° до замкнутого контура. Утверждается, что иптеграл по 
лучу £=гт. а также весь диапазон |ф—(р|>л/2 в (16) не дают вклада в 
дискретный спектр. В результате для последнего получается в наших 
обозначениях выражение

ф + я / 2

Рd ( R ,  R 0)  =  J  I* (ф) ^ (0 (ф)ехр[г|/ (ф)гcos(ф—ср) ]с2ф, (18)
I ф-л/2

где суммирование ведется по полюсам с R e |,> 0 . Im£*>0. Интеграл по ф 
анализируется методом стационарной фазы.

Из сопоставления (18) и формулы (И ) ясно, что для мод с Re £/>0 
главный член асимптотики поля при г->-«> Из [о] совпадает с нашим соот­
ношением (13). (В [5] несогласованность (18) с результатами предшест­
вующих работ ([4. 10] и др.) того же автора никак не обсуждается.) 
В (18), однако, ошибочно отсутствуют моды, для которых Re £,<0, 
Im §,>0. Кроме того, прн умеренных значениях г (18) не дает правиль­
ного выражения для поля моды даже в неподвижной среде: при и= 0  (18) 
не сводится к известной формуле ( 10); вместо логарифмической особен­
ности звукового давления в нормальной волне при г-*-0 (18) предсказы­
вает стремление его к конечному пределу. Источником этих противоречий 
является несостоятельность предположений В. Е. Осташева о возможности
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отбросить интеграл по мнимой полуоси £ и интеграл по области {|*ф—ср|>  
> я /2 , 0< £< + °°} , лежащих в основе подхода [5].

Подводя итог, отметим, что обобщение восходящего к Л. М. Бреховских
[1 ] подхода к вычислению дискретного спектра поля точечного источника 
на основе интегрального представления этого поля позволяет преодолеть 
сложности, связанные с неортогональностью и неполнотой системы мод 
при наличии течений, и найти поля мод во всей среде (см. (9)).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Свойства функции Щд)
Функция B{q) определена своим интегральным представлением (7). 

Заменяя функцию Ханкеля ее разложением в ряд ([8], гл. 9)
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удобное для вычислений при малых и умеренных значениях </. При выво­
де (П.2) мы учли значения интегралов
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где Г — гамма-функция. Отметим, что в точке q=0 функция В имеет ос­
лабленную логарифмическую особенность:
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Согласпо (П.2) функция B(q)+2n~xq in q является целой функцией.
Дифференцируя обе части соотношения (7) но q и используя тождест­

во \/I0{l)(z)]"+z~‘i [H0{l) {z) ] '+ tf0(,)(z)=0, после простых выкладов полу­
чаем

B ' ' (q )= -2 /n q -B (q ) .  (П.6)
Решение уравнения (П.6 ) методом вариации постоянных дает
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B=Ct sin q+C2 cos q + —  sin q J -------dx +  —  cos q J ------- dx. (П.7^

Я  X  Я  л Xя о

Учитывая, что ([8], гл. 5)
ч

f cos ж , , f cos ж—1 ,
J ------- In q -  J ------------------- ----- dx,

X  л X

635



и приравнивая коэффициенты при q и q2 в степенных разложениях пра­
вых частей (П.2) и (П.7), находим значения постоянных Cit2: Ct= it С2= 0. 
Формула (П.7) позволяет легко найти асимптотическое разложение В  при 
\8\ -+О0 , Выпишем его главный член:

B(q)=e\p(,iq)+0{q-') .  (П.8)
В заключение докажем равенство
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Для этого проинтегрируем с помощью формулы (П.4) почленно разложе­
ние функции В' (as)+2n_1 ln(as) в ряд по степеням as:
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Воспользуемся, далее, тем, что ([8], гл. 4)
1
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Подстановка этого соотношения в (П.10) и сопоставление результата с 
представлением (П.1) функции Ханкеля завершают доказательство тож­
дества (П.9).
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О. А. G o d in
DISCRETE SPECTRUM OF A SOUND FIELD 

IN A MOVING MEDIUM

Basing on an integral representation of an acoustic field of a point source in a mo­
ving layered fluid expressions for a discrete spectrum of the field are obtained. The 
expressions are valid for arbitrary receiver location. Non-parallelity of group and phase 
velocities of a normal mode is pointed out. Some general properties of the discrete 
spectrum are discussed. A critical analysis of previous works on the subject is given.
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