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О СВЯЗИ МЕЖДУ БЕГУЩИМИ И НЕОДНОРОДНЫМИ ВОЛНАМИ 
В ТЕОРИИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ВОЛНОВЫХ ПРОЦЕССОВ

Рассмотрена задача о возбуждении нестационарных волн в иолу- 
бесконечном акустическом волноводе. При помощи метода контурного 
интегрирования в комплексной плоскости получено представление ноля 
неоднородных волн в виде суперпозиции однородных волн, бегущих в 
противоположном направлении.

Один из стандартных подходов к анализу нестационарных откликов 
акустических, в том числе упругих волноводов, состоит в последователь­
ном применении к уравнениям движения двух иптегральных преобразо­
ваний — по времени и по пространственной координате в направлении 
распространения. Этот метод всегда применим к бесконечным волноводам. 
В других случаях, как, например, для полубескопечпых упругих волново­
дов, он не приводит к появлению в преобразованных уравнениях неизве­
стных граничных значений искомых функций лишь для так называемых 
«перекрестных» граничных условий на торце, когда заданы нормальная 
компонента перемещения и касательные компоненты напряжения или 
наоборот.

В результате двойного преобразования получаем граничную задачу 
для функций, зависящих только от координат поперечного сечения вол­
новода, после решения которой для отыскания волнового поля необходи­
мо выполнить двойное обратное преобразование.

Обратные преобразования могут выполняться в различной последова­
тельности. Если вначале обратить преобразование но времени с использо­
ванием контурного интегрирования и теории вычетов, а затем выполнить 
обращение по пространственной координате, решение нестационарной 
задачи представляется в виде разложения но нормальным модам и, что 
важно, требует знания лишь вещественной части спектра нормальных мод 
(вещественных корней дисперсионного уравнения) соответствующего бес­
конечного волновода [1 ].

Изменяя последовательность преобразований, при выполнении первым 
преобразования по пространственной переменной необходимо знать поло­
жения всех, в том числе мнимых и комплексных корней дисперсионного 
уравнения. Вследствие этого переход в область оригиналов после интегри­
рования по параметру временного преобразования даст решение, содер­
жащее кроме волн с вещественными постоянным распространения, также 
и экспоненциально затухающие (неоднородные) волны [2].

Таким образом, изменение порядка интегрирования в области преоб­
разований приводит к внешне совершенно различным решениям: одно 
представляет собой суперпозицию нормальпых мод — стоячих волн с ве­
щественными волновыми числами, другое — сумму бегущих и экспоненци­
ально затухающих в направлении распространения волн. Если изменение 
порядка интегрирования математически обосновано, они должпы быть 
тождественны.

Этот факт, на первый взгляд, находится в противоречии с результатами 
теории гармонических волп [ 2], где бегущие и неоднородные волны не 
могут быть представлены друг через друга. Тем нс менее в нестационар­
ном волновом поле, когда производится суперпозиция в бесконечном час­
тотном диапазоне (а не на одной частоте, как в гармоническом случае),
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суммарное поле экспоненциально затухающих в определенном направ­
лении волн, как показано далее, во многих случаях действительно может 
быть заменено интегралом по однородным волнам, распространяющимся 
в противоположном направлении.

Метод получения различных форм решения демонстрируется ниже на 
примере нестационарных волн в акустическом волноводе. Их тождест­
венность доказывается методом контурного интегрирования в комплекс­
ной плоскости.

Рис. 1. Полу бесконечный акустический
волновод

Рассмотрим полубесконечный акустический волновод ж>0, \z\<a с 
жесткими стенками (рис. 1). Исследуем волновое поле, генерируемое рас­
пределенным по торцу импульсом скорости i>*=(f6 (f) cos az, где g=const, 
сс=к/а, 6 (£) — дельта-функция Дирака.

Потенциал скорости Ф(я, z, t) удовлетворяет двумерному волновому 
уравнению

д2Ф t д2Ф 1 д2Ф
ЗжГ +  ‘з^Г  =  ‘с*^ЭгГ’

нормальная компонента колебательной скорости на жестких стенках ис­
чезает:

дФ
dz =0,

z = ± a

а  на торце определяется способом возбуждения
дФ
дх

=qb(t)  cos az, а=л/а. (3)
*=>0

Равенство нулю скорости и давления в начальный момент времени обеспе­
чивается нулевыми начальными условиями

0<аг<°°, z <а.

Выбирая решение в виде Ф(х, z, t )= y (x ,  t) cos az, автоматически удов­
летворяем граничному условию (2) и получаем следующую начально-гра­
ничную задачу для уравнения Клейна — Гордона:

(5)

( 6)

(7)

Задача (5) —(7) решается при помощи комплексного преобразования 
Фурье по времени [3] и косинус-преобразования Фурье по координате х. 
Домножая (5) на eiat cos ух и интегрируя по обеим переменным от 0 до
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для преобразованной функции
со со

cpFC (7 , со) =  \  cos dx |  ер(х , 0 еш1 dt (Im со>0) (8)

находим

ф 'с =  -
со'

-  (cc2+ f )
(9)

Формула обращения для преобразования (8) имеет вид [3]
со

ф {х, t) =  —  J cos ух d"i j  Фрс ("f, w) е-ш da, (Ю)

где контур /У= ( —оо+/8, oo+fe) проходит параллельно вещественной оси 
комплексной о-плоскости выше всех особых точек подынтегрального вы­
ражения.

Для вычисления интеграла по со заметим, что правая часть (9) имеет 
простые полюса о>=±ы,(ч), где со,0 )  =c{a?+f) 'h. Контур интегрирования 
L может быть замкнут в нижней полуплоско­
сти полуокружностью большого радиуса и, 
учитывая отрицательное направление обхода, 
по теории вычетов получаем

я *

РСе-ш d(o=gc:
sin coi t 

COt (i d

Подставляя (И ) в (10), имеем
оо

f Si-------
ф =  —  qc* J --------- cos чх d7 ._2

л
sin oM

( 12)
COi

Это решение является разложением но ве­
щественным нормальным модам бесконечного 
волновода, соответствующим зависимости от по­
перечной координаты по закону cos az; как лег­
ко видеть, функции cos 7х  cos a z sin сOit пред- Р,,с- 2- Спектр нормальных 
ставляют собой решения однородного уравпе- мод волповода
ния (1 ) и удовлетворяют условию (2) на стен­
ках. Интеграл (12) содержит только нормальные моды, связанные с ве­
щественными значениями 7 . Зависимость 0)1(7 ) изображается графиком 
в первом квадранте плоскости Im 7 = 0, рис. 2.

Используя таблицы интегралов [4], решение можно записать в замк­
нутом виде

ф=дс/ 0 (аУ c2t2—x2) Н ( t — ),

где Jо — функция Бесселя первого рода, Л — функция Хевисайда. Непо­
средственно проверяется, что потенциал

Ф = q cJ0 (аУ c2t2—x2) cos azFI ( £ — —  )

является решением начально-граничной задачи (1) — (4).
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Учитывая четность подынтегрального выражения (10) но параметру <у,. 
перепишем формулу обращения в виде

оо

<р (ж, t) =  • / -  f  е~ш da  —  J 
2л; т Л

qe*т*
d r

-«>

Контур интегрирования по у замыкается в верхней полуплоскости, и вну­
тренний интеграл по теории вычетов равен

ооил qe»Тх
dy=iq

•»Ti*

Tfi

4i; (13)

где — тот из полюсов ±  (со2/сг—а 2) ' \  который находится внутри контура,, 
т. е. имеет положительную мнимую часть при Imco>0. Для вещественных 
со предельные значения yi при lmco-^-1-О равны

• (со2/с2- а 2)'/г, <о>а с, - .
Д а2—со2/с2) 1/з, | со | <ас,

— (со2/с2—а 2)*А, 0) < —ас
и изображены на рис. 2 .

Потенциал ср, таким образом, представляется формулой
p i { b x - i o t )

----------da,
ь ь

Ф- 2 * Г
v  2 nJ (14)

в которой контур интегрирования может быть сдвинут на вещественную' 
ось, поскольку корневая особенность является интегрируемой. После не­
обходимых преобразований получим

оо

а с

sin [ a t— (а2/ с2—а 2) '1гх]
а с

,Va

(ю2/с2—а 2) v.
j. cos a t  , I

----da \(a2- a  Ус2)
(15)

— также решение задачи (5) —(7), но отличное по форме от (12). Интегри­
рование здесь выполняется по всему комплексному спектру (рис. 2). 

Сравнивая (12) и (15), представим первое решение в виде
со сюЩ f _8in(<M-rs) , , Г sinfo.H-pQ 1

Я L„ (О. . <Й1 ‘Г
(16)

после чего выполним замену переменпых, считая ©i независимой и выра­
жая ч через со, :ч= (о ),2/с2—а 2)',!, d y / a ^ d a j (с2ч)■ Вместо (16) получим

СО

а с

sin [ (fit— (со2/  с2—а 2) ъх]
2VA(со2/с2—а 2)

dco+
со

sin[caH-(©2/c2—а 2)'7*#]

а с
(со2/с2-а>)

den
]

(17)

(переменная интегрирования вновь обозначена через со).
Поскольку (15) и (17) есть решения одной и той же задачи, они долж­

ны совпадать. Приравнивая, получаем для всех х, £>0

л

ас

J
СО

cos со£
(а2-со2/с2Г

dco - f i
• а с

sin[<»f+ (©2/с2—а 2) 'их\  
(со2/с2—а 2) d©. (18)
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Прежде чем перейти к анализу последней формулы, докажем ее спра­
ведливость при помощи контурного интегрирования в комплексной пло­
скости, поскольку предполагавшаяся выше допустимость изменения по­
рядка интегрирования по о) и ч строго не доказывалась. С этой целью об­
ратимся к выражению (14). Подынтегральная функция имеет точки вет­
вления (о=±ас п для выделения однозначной ветви необходимо провести 
разрезы комплексной плоскости с вершинами в этих точках [5]. Линии

разрезов выбираются произвольно, но удобнее всего провести их по ве­
щественной оси (рис. 3, а). Считаем, что в пределах выбранного листа рн- 
мановой поверхности I m ^ X )  и замкнем контур интегрирования L  луча­
ми L —Lk ио берегам разрезов и дугами окружности большого радиуса. 
Поскольку внутри контура рис. 3, а особых точек нет, интеграл вдоль 
него равен нулю. Интегралы но дугам с увеличением их радиуса исчеза­
ют, и из (14) имеем

Знаки на верхних берегах разрезов (L4, L,) определяются из (13), 
а  па Lз и Л2 противоположны знакам на /v4 и L\ соответственно. Преобра­
зовывая четыре интеграла (19) к общему промежутку ас<о)<°°, получа­
ем в точности представление (17), причем интегралы вдоль Lx и Lk дают 
первое слагаемое, а вдоль и — второе.

Пользуясь аналитичностью подынтегральной функции в (14), контур 
рис. 3, а можно деформировать в изображенный на рис. 3, б и на основа­
нии теоремы Коши о независимости интеграла от пути интегрирования 
записать

Учитывая (13), формула (20) приводится к (15) с тем же порядком 
следования слагаемых. Таким образом, эквивалентность решений (15) и
(17), а следовательно, и справедливость соотношения (18) строго дока­
заны.

Из (18) следует, что неоднородная составляющая волнового поля с 
частотами, лежащими ниже частоты запирания данного волновода <о=ас 
при гармоническом возбуждении (левая часть), может быть представлена 
суперпозицией однородных волн, бегущих в противоположном направле­
нии (правая часть). Этот неожиданный результат, по-виднмому, имеет 
следующий физический смысл: при определенных условиях неоднородные 
волны можно трактовать как результат «объемного отражения» волн, бе­
гущих в положительном направлении оси ох и представляемых первыми 
-слагаемыми в (15) и (17).

Рис. 3. Деформация контура интегрирования

(19)

( 20)



Такого рода эквивалентность между однородными и неоднородными 
волнами будет иметь место не всегда. Например, в изученных в работах 
[6 , 7] задачах для полуплоскости никакая деформация контура интегри­
рования (рис. 2 работы [6])  не позволяет избавиться в полном решении 
от неоднородных воли.

Предлагаемый подход дает возможность установить связь между реше­
ниями по методу нормальных мод, требующими информации лишь о ве­
щественных корнях дисперсионного уравнения, в данном случае уравне­
ния (о2—с2(а2+ч2) = 0  и решениями, использующими весь спектр нормаль- 
пых волн. По мнению автора, такого рода анализ может оказаться полез­
ным и в более сложпых по сравнению с рассмотренной ситуациях.
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О. Y u .  Z h a r

ON A CONNECTION BETWEEN TRAVELLING 
AND INHOMOGENEOUS WAVES IN THE THEORY 

OF NONSTATIONARY WAVE PROCESSES

A problem of nonstationary waves exitalion in a semi-infinite acoustic waveguide 
is considered. A representation of an inhomogeneous wave field in a form of superpo­
sition of homogeneous waves (ravelling of the opposite direction is obtained with the 
help of a contour integration in a complex plane.
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