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О СВОЙСТВАХ ДИСКРЕТНОГО СПЕКТРА ЗВУКОВОГО ПОЛЯ 
ТОЧЕЧНОГО ИСТОЧНИКА В ДВИЖУЩЕЙСЯ СРЕДЕ

Общие выражении для полей нормальных волн в движущейся среде 
приводятся к виду, не содержащему производных но спектральному 
параметру и удобному для вычислений. Отмечены качественные особен­
ности возбуждения мод точечным источником при наличии стратифи­
цированного течения. Рассматривается задача о звуковом поле в волпо- 
воде с идеальными границами, заполненном однородной равномерно 
движущейся средой. Точное решение этой задачи используется дли 
контроля и иллюстрации следствий общей теории.

В движущейся слоистой среде вертикальные зависимости акустиче-* 
ского давления в нормальных волнах, вообще говоря, неортогональны 
и не образуют полной системы функций. Поэтому для вычисления коэф­
фициентов возбуждения мод заданным источником целесообразно исхо­
дить из интегрального представления ноля. Общие выражения для 
дискретного спектра звукового поля точечного источника в слоистой 
жидкости с течениями были получены этим методом в ([1], § 15.3; [2]). 
Цель настоящей работы — приведение этих выражений к виду, удобному 
для вычислений, и в анализе некоторых качественных особенностей ноля 
моды, обусловленных течением. Для иллюстрации следствий теории, 
в том числе их отличия от опубликованных ранее результатов других 
авторов [3—6], будет исследована модельная задача, допускающая не­
зависимое точное решение в замкнутом виде.

Рассмотрим звуковое поле монохроматического точечного источника 
в произвольной слоистой среде с устойчивым течением. Предполагается, 
что плотность среды р, скорости звука с и течения \ \=(ии и2, 0 ) зависят 
только от вертикальной декартовой координаты z. Временная зависи­
мость акустического поля берется в виде exp (—mt) .  Дискретпый спектр 
имеет представление [2]
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где R0=(^o, у о, z0) — координаты источника, R—R0— (r cos q>, rsincp, z—z0), 
штрих означает производную от функции по ее аргументу.

1

В (д )« * Л  (1 (qs)ds (2)
0
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где z<=min (z, z„), z>=max (z, z0), a p 1,2( 5, if, 2) — нетривиальные решения 
одномерного волнового уравнения

удовлетворяющие условиям при z->—°° и z-^H"00 соответственно (или 
граничным условиям на нижней и верхней стенках волповода).

На больших горизонтальных расстояниях от источника основной 
вклад в звуковое иоле дают распространяющиеся нормальные волны. 
Главный член асимптотики акустического давления при г-*-оо имеет 
вид [2 ]
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где F{l) — вычет функции F в полюсе £=£ 1,

. 0(if)=cos(if-<p) [1+2 tg*(tf—ср)—Ir^fci/d tf2], (7)

а азимутальный угол if удовлетворяет уравнению

t g ^  — ф) _ _ А _ 1п 5 ,1  ( i ) = °  (8)
-1$ 4's

п задает направление горизонтального волнового вектора компоненты 
поля моды номера /, групповая скорость которой направлена от источни­
ка к приемнику. Для справедливости (6 ) следует предполагать D( ifs0 ) ^  
^ 0 . Отметим, что величины £*(if) и F{l)(\f) зависят от скорости течения 
только через проекцию и на направление %/. Нормальная вектору
компонента и влияет на D и ifŝ * v8;

Следует подчеркнуть, что в отличие от случая неподвижной жидкости 
при наличии течений функция F может иметь в верхней полуплоскости 
комплексной переменной £ полюса как с Re£f>0, так и с Re£*<0 (см., 
например, [7] или исследуемую ниже задачу об идеальном волноводе). 
Такое же расположение полюсов возможно в волноводах, заполненных 
неподвижной упругой средой (см. [8], гл. 4, § 7).

Другая важная особенность результата (1), характерная для ноля 
точечного источника в движущейся среде и исчезающая при и = 0  ( [ 1 ], 
§ 15.3), а также в двумерной постановке задачи в движущейся среде [9] 
состоит в том, что множество полюсов, дающих вклад в дискретный 
спектр ноля, шире множества полюсов функции F при фиксированном 
значении if. Это обусловлено двумя причинами. Во-первых, поле каждой 
моды состоит из компонент с различной ориентацией горизонтального 
волнового вектора. Во-вторых, множество полюсов функций F ii2(%, if) 
в силу (3) является объединением множеств полюсов £=|*(tf) и £=  
=£*(^+я), Z=0, 1 , . . . ,  соответственно фупкций /*'(£,if) и F(£,\p+n). 
Согласно (6) главный член асимптотики ноля при г-*оо определяется 
вкладами полюсов первого тппа. При |§,г|<1, т. е. вблизи источника, по­
люса обоих типов дают в поле сопоставимые вклады.

Рассмотрим для определенности распространяющиеся моды в полу­
пространстве z< 0  с идеальной (абсолютно мягкой или абсолютно жест­
кой) границей z=0. Будем считать, что при z < —//  среда однородна. 
Вместо /),'2(£/(if), if» z) введем отличающееся от них только ие завися­
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щими от z множителями а1)2 решение //(я|), я), нормированное условием
о

p(zo)P2( i ( W , ’M „ )  J rfz[/'2 + V r i ( y L) ] / Ppi3= s g n i „
_ft ̂

(9)
В случае u=0, lm //=0 интеграл в левой части (9) заведомо положите­
лен. В движущейся среде он может принимать и отрицательные значения. 
Выбор правой части, принятый в условии нормировки (9), как будет 
видно из дальнейшего, гарантирует вещественность собственных функ­
ций //, соответствующих вещественным значениям (распространяю­
щимся нормальным волнам). Используя (9) и формулу (15.72) из [1], 
выражающую dw/d% через plt2, получаем dw{\h 20)/<9£=—2|£/ |/<г1а2. 
Подставляя это равенство в (б) и учитывая (4), приходим к не содержа­
щему производных по спектральному параметру представлению дискрет­
ного спектра звукового поля на больших горизонтальных расстояниях от 
источника:

P d(R,R0) ~ £ |  18лrJDh (ij>, z0) I, (i|>, z) exp ihr  cos (tl> — cp) —

Л.— i —  sgn h  (2 +  sgn D)
(О

(10)

lm  £ /= + 0 .
Соотношение (10) можно использовать и в случае волновода с идеаль­
ными границами z= 0 и z = —Н, если в (9) нижний предел интегрирова­
ния заменить на —II.

Пусть р 3)(\|э, z) — собственная функция уравнения (5), взятого вместе 
с граничными условиями, при | = | 0), k(z)=kj(z) , / —1, 2. Тогда для функ­
ций / (1’2) справедливо тождество

о

I
— 00

dz Г д Г дг>
L дг dz

(И )
где Pis P(S(i), z). Рассмотрим с его помощью влияние малого поглоще­
ния энергии волн в среде, которое будем описывать положительно — мни­
мой добавкой к /c2(z), на значение горизонтальных волновых чисел |/(t|)) 
мод. Полагая k * = k 2(z), k 2=k?+ia{z) , а^О , £(,>= £ ,0W, l w = t {l}'+6 h, 
после простых выкладок находим из (11)

о

б | , =  — *Рг/ П Ъ ) + 0 ( а 2),L* О
—  о о  *

*4 i*Ww* (12)
где p ( z ) = f ,)( l h x\i, z).

Заметим, что в отсутствие поглощения коэффициенты волнового урав­
нения вещественны и собственную функцию p(z) можно взять веществен­
нозначной. Тогда необходимое и достаточное условие смещения полюса 
£= &(ф) с вещественной оси в верхнюю полуплоскость комплексной пе­
ременной % в результате введения поглощения записывается в виде 
l(%i)>0. Следовательно, для выделения распространяющихся нормаль­
ных воли, возбуждаемых точечным источником, нет необходимости иссле­
довать дисперсионное соотношение при комплексных а достаточно вы­
числить квадратуру /(£ ,). При и= 0 найденное правило отбора сводится 
к простому условию £*>0.
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Для выделения имеющего физический смысл решепия задачи вместо 
принципа предельного поглощения, использованного при выводе фор­
мулы (1), можно применить принцип предельной амплитуды [9], рас­
сматривая вместо монохроматического источник с медленно растущей 
амплитудой, т. е. с временной зависимостью ехр (?£—Ш ),  0<"(<(о. Малая 
мнимая добавка 14 к частоте волны сдвигает полюс £*(i|)) с вещественной 
оси в точку где, согласно (11), в линейном приближении но

. . о

4 Ь -< т  П ъ Щ Щ .  (13)

В неподвижной среде малое изменение частоты звука эквивалентно 
малому изменению волнового числа, и при a(z)=2'yo>_1A:2(z) формулы 
(12) и (13) дают, как легко убедиться, одинаковый результат. В движу­
щейся же среде результаты будут, вообще говоря, различны, поскольку 
изменение о> меняет не только к2 и но и величину р за счет явно вхо­
дящей частоты. Важно, однако, что при ^ > 0  всегда 6'§,/Д£/>0, что при­
водит при обоих рассматриваемых подходах к одинаковому правилу от­
бора 1 (Ь>1) > 0  распространяющихся мод, дающих вклад в звуковое ноле.

Используя неравенство /(£ ,)> 0 , можно показать также, что группо­
вые скорости нормальных волн, согласно формулам (6) и (8), направлены 
от источника к приемнику, т. е. полученное при помощи принципа пре­
дельного поглощения решение (I),  (б) задачи о дискретном спектре поля 
точечного источника удовлетворяет не только принципу предельной амп­
литуды, но и принципу причинности.

Для иллюстрации и контроля полученных выше и в статье [2) резуль­
татов рассмотрим-звуковое поле и однородном, равномерно движущемся 
со скоростью и =  (м, 0,0) слое жидкости, ограниченном абсолютно мяг­
кими поверхностями z=0 и z = —H. (Б случае, когда одна или обе границы 
абсолютно жесткие, исследование проводится аналогично.) Рассматри­
ваемая задача эквивалентна задаче о иоле равномерно и прямолинейно 
движущегося точечного монохроматического источника звука в неподвиж­
ной среде, которое регистрируется синхронно движущимся приемником. 
Заменяя движущийся источник суперпозицией неподвижных импульсных 
источников и записывая поля последних в виде интегралов по частоте от 
известного решения в виде монохроматических нормальных волн в не­
подвижной среде ([1], §15.3), получаем следующее представление иско­
мого звукового давления:

P ( R ,  R 0) =
. с о  +  со •[- со

— X j ?’i (2>z°) 1  d v  | d%е х р ( т ) / / У ’ (мЛ ( x - X o + u x ) 2+ ( y - i j o ) 2]'h) .
J m  I — CO — CO

(14)
Здесь |Ai(v) =  [(v+a>)2c~2— (nj/II)2]'!i и Tj(z, z0) =  (2 //)”1 sin (я /z///), 
sin (nlzo/H) — горизонтальное волновое число и вертикальная зависи­
мость поля моды номера у на частоте v+o> в неподвижной среде. Как 
обычно, множитель ехр (—ш 1 ), описывающий временную зависимость 
звукового давления, опускаем.

Воспользуемся известной формулой

Hi" (p fa2-f-&2) = —— j  ■ — __ ехр(гУр,2—т)2а—гг)&), (15)
я  .„ т У -ч *

йз которой следует
Ч-ОО

J  db ехр (ir\b) H 0W (цУа2+61) ---- 2 (м-*—Л*) -'h ехр (Л У -т ^ а ) . (16)
— оо

Применяя (16) для интегрирования по т в (14), получаем интеграл по v,
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который при условиях
|ЛГ|<1, кгФ { \ - М 2)пгг ! Н \  7 = 1 , 2 , . . .  (17)

можно вычислить при помощи формулы (15). В результате находим

* » . « • > - П = л ^ “ р [ -  1 Г т̂ « - '
X [ к2— (1 —М2) nzjzII~ 2 ]ъ [ (я—.г*0) 2+  ( l —Mz) {у—у о) 2 Jъ) . (18)

Здесь М=и/с — число Маха течения. Другим способом соотношение (18) 
было получено в работе [10].

Применительно к рассматриваемому волноводу общая формула (4) 
дает

F(l ,  z, z0,i|> )= -sin  (g (z< + //)) sin (qz>)/q sin (qH),

? = ?  (t> Ф) =  [ (k—M l  cos ij>)г— ]l/’. (19)
При фиксированном ф функция / ’ имеет полюса в точках |= £ /(ф ), где 
qH=nly 1= 1 , 2 , . . .  . Следовательно в идеальном волноводе, заполненном 
движущейся средой,

(ф) =  (1 -М 2 cos2 ф )-1 [-  АЛ/ cos ф±УА2- ( 1 - Д /2 cos2iJ))h2M - 2] . (20) 
Вычеты в простых полюсах равны

F{l)(z, z0, ф)==—2r,(z, z0)/[AM cosф-Ь^  (ф) (1 Л/2cos2 ф) ]. (21)
Ограничимся в дальнейшем случаем М2<1. Будем считать для определен­
ности, что в (20) квадратный корень из вещественного числа принимает 
положительные и положительно-мнимые значения.

Если к2 заменить на /с2-На, где 0< а< А 2, то Im £/>0 при выборе верх­
него знака в (20) и Im £,<0 в противном случае. Следовательно, только 
значения £/, соответствующие выбору верхнего знака, будут давать вклад 
в поле точечного источника. Среди них могут быть и полюса, лежащие 
(в отсутствие поглощения) на отрицательной вещественной полуоси. 
Легко видеть, что £,(ф)<0 при выполнении условий

М cos ф>0, (1—М2 cos2 \рУ,3<кН/п1<\.  (22)
.. с

Физический смысл первого из неравенств (22) состоит в том, что отри­
цательные собственные значения возможны только в том случае, когда 
проекция скорости течения на направление горизонтального волнового 
вектора отрицательна. Если £,||и, то |,< 0  возможно только для мод, бегу­
щих вниз по потоку.

Вещественная собственная функция, соответствующая собственному 
значению £,, имеет вид р=а  sin (?(&, ф Ы , а~>0. В ы ч и сл яя ./^ ) (для 
рассматриваемого случая волновода с двумя границами нижний предел 
интегрирования в (17) должен быть заменен на — //) , находим

* * § ) •
(23)

Нетрудно убедиться, что для любого из (20) р/=1— cos ф/А>0, 
а знак величины ^,+/cMcos ф(л//А//)2 совпадает со знаком перед радика­
лом в (20). Таким образом, для рассматриваемого частного типа волно­
вода получаем подтверждение общего правила / (£ , )>0 отбора полюсов, 
дающих вклад в поле.

Ввиду сложной зависимости от ф ограничимся сопоставлением фор­
мул (1) и (18) при малых и больших значениях г. Как показано в [2], 
при малых значениях аргумента

B {q )= —2л-1# In q-\-0{q). (24)

Учитывая, что полюсами функций / ^ ( ^ ф )  (3) вместе с £=М ф) яв­
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ляются и точки |= |Д ф )=а£/(ф +л), из формул (1), (21) и (24) полу­
чаем

со ф + я/ 2

/ , (R ,R o) =  H JP „  Л = Г , ( г , 2„ ) { ^ -  .( ^ [ ( 1 - М 2с о з Ч +
/ = 1 11 ф-я/2

+кМ cos ф/g, (г|))) -Ч- (1-Л /2 cos2 ijу-кМ  cos ф /|, (ф)) - ']  + 0 (1 )} . (25) 

Подсташшка £Дф) из (20) дает
Ф+я/2

р , =  Л  Т, (г, *.) [ la г J  —  +  0 (1 )1  =я 2 L (р_^/2 1—Л/2 cos of J

- г' ' (г ’ г > ) [ ^ ( Г !¥ Г  +  0 ( 1 ) ] -  <2б)

Поскольку #6 ) (q)~2in~'\nq  при g—>-0, то полученный результат согла­
суется с контрольной формулой (18). Отметим, что полюса |/(ф ) и |,(гр) 
вносят в коэффициент при In г сопоставимые вклады, причем то, какой 
из вкладов больше, определяется знаком М.

Утверждения работы [6], предсказывающей ограниченность поля 
моды при г->-0, противоречат полученным результатам, а также точному 
решению (18) и давно изученному случаю и=0. О происхождении этого 
и других недостатков работы [6] см. статью [2].

Для вычисления асимптотики поля в обратном предельном случае 
г-*-оо нужно найти решение уравнения (8) и воспользоваться формулой
(6). В рассматриваемом случае волновода с u=const удобно перейти от 
полярных координат ( | | , | ,ф)  горизонтального волнового вектора моды 
к декартовым координатам (£,, | 2). (Индекс I у §i и для упрощения 
записи будем опускать). Тогда дисперсионное соотношение (20) прини­
мает вид

b 2= ( k - M b y - - V - n V H - \  (27)
а уравнение (8) записывается следующим образом:

— - [%i(x-x0)+%t ( y - y <1) ] = 0 . (28)

Решением системы (27), (28) будет

%,=[—кМ+(х—Хо)У1(г—(,\—М2)ц-11Н~г1 '1/ (х—х 0) '+(. \—М2) ( у—у 0) г ) 1

/ ( 1 - Л /2),

Ь=(у-Уо)Укг- а - М 2)пЧ*Н-г/У (х -х 0) 2+ ( \ - М * ) ( у - у 0)2.
Следовательно,

. , ( 0 _  l i  _  1 Г . . л /  sin~2 ф-Л/2 1
Cglf> £ 2  1 -Л /Я  С<?ф У  1 - ( 1 - М г) Ы 1 / к П у У

Вычисление величины D по формулам (7), (20) и (30) дает

r D ( < ')  № - A f | , ) - - ^ - ] ’ x

(X /с2
я гг:
н 2

-  ш ь ) "*,

(29)

(30)

(31)

где значения £,,2 определены в (29). Заметим, что £ ( i|4 ° ) ^ 0  для распро­
страняющихся нормальных волн. Согласно (31) условие />(-фь-4>) ̂ =0, не­
обходимое для применимости асимптотик (6), (10) звукового поля, сво­
дится к требованию к Ф ( \ - М г)ч‘п1/Н (ср. со вторым пз предположений
(17) использованных при выводе формулы (18)).
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Подставляя в (6) найденные выше значения gi|2, Fil)(ty) и D, полу­
чаем

что в точности согласуется с главным членом асимптотики при фор­
мулы (18). Интересно, что согласие имеет место при более общих пред­
положениях, чем были приняты при выводе (6). Действительно, в [2] 
полюса £,(ф) функции F (4) предполагались простыми, и при г-*°° рас­
сматривался только основной вклад в асимптотику звукового поля, кото­
рый дают распространяющиеся нормальные волны. В рассматриваемом 
случае идеального волновода при таких значениях г|>, что М2 cos2 ф= 
=  1— (fcff/jt/)2, £,(ф) является полюсом второго порядка. Несмотря на это, 
главные члены асимптотик мод, полученные но формулам (6) и (18), 
согласуются при всех значениях /, в том числе при /> /с///я(1—М2)ч\  т. е. 
и для нсрасиростраияющихся мод. (Сказанное относится также к рас­
смотренному выше обратному случаю поведения поля моды при г-*-0.)

Если же вычислять асимптотику ноля, следуя работам [3—5], то по­
лучающееся для |Р,| выражение не совпадает с (32) при МФ0, причем 
относительная ошибка является величиной О (Л/), а ошибка в фазе моды 
неограниченно растет с ростом г. Источник этих расхождений указан 
в статье [2].

В заключение отметим, что предложенный в [2] и развитый в на­
стоящей работе подход к вычислению коэффициентов возбуждения аку­
стических нормальных волн в движущейся жидкости может быть исполь­
зован также для нахождения дискретного спектра сосредоточенного источ­
ника электромагнитных волн в плазме или упругих волн в твердом теле, 
где анизотропия среды обусловлена не ее движением, а другими физиче­
скими причинами.
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О. Л. G od in
ON SOME PROPERTIES OF A DISCRETE SPECTRUM 

OF A POINT SOURCE SOUND FIELD IN A MOVING MEDIUM

General expressions for normal modes fields in a layered moving medium are trans- 
formed to a form, which doesn’t contain derivatives with respect to a spectral parame­
ter and is convenient for computations. Qualitative peculiarities of a normal modo 
excitation by a point source due to a stratified flow are discussed. A specific case of 
a sound field in an uniformly moving homogeneous fluid layer with ideal boundaries 
is considered. An exact explicit solution of this problem is used to check and to illu­
strate corollaries of the general theory.
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