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ИЗЛУЧЕНИЕ БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ С ОТВЕРСТИЕМ 
ПРИ ВОЗБУЖДЕНИИ СИЛОЙ, ПРИЛОЖЕННОЙ

К КРАЮ ОТВЕРСТИЯ

Рассмотрена конструкция, состоящая из бесконечной пластины с отверстием и 
иол у бесконечной трубы, присоединенной к этому отверстию. Снаружи трубы -  ва­
куум. Внутри трубы и но другую сторону конструкции находятся среды с различными 
акустическими импедансами. Возбуждение производится гармонической силой, при­
ложенной к краю отверстия пластины. Исследованы зависимости входною импеданса 
пластины и мощностей, распространяющихся по пластине и по средам, от частоты вы­
нуждающей силы.

Рассмотрим конструкцию следующего вида (рис. 1). В бесконечной пластине посто­
янной толщины вырезано отверстие круглой формы заданного радиуса. К отверстию 
присоединена полу бесконечна я труба таким образом, что ее срез находится в плоско­
сти пластины. Стенки трубы считаются абсолютно жесткими и бесконечно тонкими. 
При колебаниях пластины считается выполненным условие равенства нулю угла пово­
рота среза последней. Снаружи трубы — вакуум. Внутри трубы и по другую сторону 
конструкции находятся среды с параметрами (рь ct)  и (р0, о̂) соответственно. По­
тери в конструкции и в средах отсутствуют. Возбуждение производится гармонической 
силой, приложенной к краю отверстия пластины и распределенной вдоль края с постоян­
ной линейной плотностью.

При этих условиях требуется определить распределение амплитуды колебаний пла­
стины и акустического поля в полупространстве и внутри трубы.

Сформулируем поставленную задачу математически. Систему координат выберем 
так, как показано на рис. 1.

Для пластины нам необходимо решить уравнение изгибных колебаний
D (A A w -kt ,w )  = - Pl(r, 0) О)

с граничными условиями:
(dw/dr\ = r  = 0 , (2)
D(dAw/dr)r=R =F0. (3)

Колебания среды описываются уравнениями Гельмгольца

Д Pi + klPf = О,
1 при r > R y
2 при г <  R

для среды в полупространстве и 
Ар3 +к]р3 = 0

— для среды внутри трубы. Граничными условиями будут: условие непрерывности HOf 
мальной к пластине составляющей колебательной скорости

(bpx(rf z)ldz)z = 0 = p0co2w(r) (4
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Рис. 1. Используемая система координат Рис. 2. Условное разбиение 
на области пространства, за­
полненного акустической 
средой

для первого уравнения, а для второго уравнения — условия непрерывности давления 
и 2 -й составляющей скорости

Р2(Г,0)=Рз(г,0), (5)
(dp2(r,z)ldz)z=0= polPi(bp3(r,z)/dz)z=0 ( 6 )

и абсолютной жесткости трубы
(ЭРз(г,2)/Эг)г=Л= 0 . (7)
Решение задачи будем строить методом частичных областей. Разбиение на области 

проведем так, как показано на рис. 2, из которого видно, что разбиение привело к воз­
никновению еще одной границы при

г - Л ,
2 >  0.

Граничные условия на ней суть
Pi(R,z) = p2(R ,z ) , (8)
&Рх(Г,г)1дг)гвЯ =(Эр2(г,2 )/Эг)г=я . (9)
Запишем для каждой из областей интегральную формулу Кирхгофа:

{

оо

Р\(го, *о) = /  Р\(Г, 0)(Э*, (г, z, Го, z0)ldz)z = 0 rdr 
R

ОО ОО
- J  g 1 (Г, 0, г0, z0) (ар, (г, z)jbz)2 = о r d r - R fp i ( R , z ) X

R  0
ОО

х (Э*, (Г, z, r0,z0)ldr)r = Rdz +RJ gi (R, z, r0, z0) (Эр, (л, z)/dr)r = Rdz ,
0

R
Рг (r0. z 0) = !  p2 (r, 0) {bg2 (r, z, r0, z0)/dz)z =0rdr +

0
R oo

+ /  gz(r, 0, r0, z„)(Эр2(Г, z)/dz)2 = 0rdr+R f  p2(R,z)X  
0 0

x (Эg2(r,z, r0,z0)/dr)r=Rdz - R  Jg2(R, z, r0, z0)(bp2(r, z)jbr)r=Rdz ,
0

0
Рз('о, z0) = R f  p3(R.z)(dg3(r, z,r0, z0)/9r)r = R d z -

—  OO

-  /  Рз ('■. 0) (Э£з (Г, z jo ,  z0)/3z)2 = 0rdr + 
0
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+ ;  g3 (Г, 0, r0, z 0) (Эрз(г, z)ldz)2 =0rdr-
О

- R J  (Эр3(Л z)/3r)r=Rg3(R, z, г0, z„)dz .
О

Здесьg i ,g 2>gs ~  функции Грина для областей I, II, III соответственно,которые имеют 
вид:

gi(r,*,ro,*o) = —-r 1 exp(ikz \z - z0\)J0(r(kl -  k l ) 'A)X4 -во
ХЯ^(Го(*о - k l)'A)dkz при r0 > г ,

gi(r,z,r0,z0) = - —  /  exp(ikz \z -  z0 \)J0(r0(kl - k l ) ’A)X
4  _oo

X Hq1̂  (r(kl - k \ ) ' h )dkz при r0 < r  ,

g2(r, z, ro , zo)----- i l (2k0R 2)  2  /(1 -  /m  )  ^WoUm ̂ 0r) X
m c 0* в

X / o ( / m M o ) e x p ( / * 0 l z -  z „ l ( l  - / о т ) 54) .

g3(r,z,r0,z0) = -il(2ktR2) i  (e2m l(l - i 2m) v‘ ) M i m k tr)X.
m = 0

в

x /о(Лп Ai r0) exp(/ftx I z -  z0  I (1 -  /от) 5 4 ) ,
-  положительные корни функции 70(z) > расположенные в порядке возрастания,

1  при w = О
2  при т >  0 .

Учитывая в формулах Кирхгофа граничные условия (4) — (9) и затем последователь­
но исключая из них величины р х (г, 0), р3 (R, z) , р2 (г, 0), р2 (R, z) , (др2 (г, z)lbr)r=R , 
(3 p2(r, z)/bz)l = 0 путем решения соответствующих интегральных уравнений, придем 
к выражениям вида

оо
Pi (Го, Zo) = Ро w2/  w(r)fi (Го, z0 , r)dr,

R
(Ю)

ОО
Рг(Го, zo) = Ро w2 /  w(r)/a (го, zo, r)dr ,

R
(И)

ОО
Рг (Го, z0) = Ро w2 /  w(r) / 8  (r0,z0, r)dr ,I? ( 1 2 )

где величины f 2, / 3  представляют собой линейные комбинации из интегралов от 
функций Грина, взятых по границам соответствующих областей. Явный вид этих вели­
чин здесь не приводится из-за громоздкости выражений.

Как видно из трех последних равенств, задача свелась к нахождению амплитуды 
колебаний пластины. Чтобы это проделать, используем равенство [ 1 ]:

Я / I uAAv -иАДм! dV = f j  1 ubAv/bn -  bu/bnAv + Aubv/bn -  vbAu/bn \dS, (13) 
V s

где и и v — произвольные четырежды непрерывно дифференцируемые функции, задан­
ные в объеме F, S  — поверхность, ограничивающая этот объем, л— внешняя нормаль 
к этой поверхности.
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Возьмем в качестве V объем, содержащийся внутри пластины, а в качестве функ­
ций и и v — искомую амплитуду колебаний и функцию Грина G0f определенную 
уравнением

D(AAG0 -  *£ G0) = у  S (г -  г0) 8 (* -  *о) . (И)

Используя это уравнение, а также уравнение (1) и граничные условия (2), (3 ),форму­
лу (13) нетрудно преобразовать к виду:

w(r0) = F0RG(Rf r0) -  /  G{rt r0)p t (r, 0)rdr -
R

-DRw(R)(dArG(r,r0)ldr)r = R -DRAw(R)(bG(r,r0)lbr)r = R , 
где

2*
G(rpr0) = J G0(r, у, r0, ip0)dtp. 

о
Исключив отсюда w(tf) и Aw (Я), получим

w(r0) = F0F4(r0) + Jp i ( r {i 0)FS(r0, r,)drx. (15)
R

Входящие сюда величины F4 и Fs представляют собой довольно громоздкие комбина­
ции из функции G и ее производных.

Чтобы исключить из (15) р i (г,, 0), используем выражение (10). Это дает

^(r0) = F0F4(r0) + Jw(r)K(r0,r )dr . (16)
R

Здесь
оо

К{г0, Г) = p0u>2S Fs (Г0/г,)/, (Г,, 0, r)drx.
R

Равенство (16) представляет собой интегральное уравнение Фредгольма второго 
рода относительно величины w(r). Решив его, найдем

"(Го) = + (Fo/D0) /  Ro(ro,r)F4(r)dr , (17)
R

где D0 и R0(ro, r) ~  детерминант Фредгольма и резольвента, построенные из ядра 
К(г0уг) по известным формулам [2]:

- fK (r ,r )d r+ .
R

Fq (ro» r) “ F (/"о, г) — /
R

F(r0tr)K{r0f и) 
К (и, г) К (и, и)

Теперь, зная распределение амплитуды колебаний пластины, можно по формулам 
(10) — (12) найти акустические ноля в областях I—III и тем самым получить полное 
решение поставленной задачи.

Что касается функции G, входящей в окончательные формулы, то ее явный вид мо­
жет быть получен путем применения к уравнению (14) преобразования Фурье — Бес­
селя и последующего вычисления интеграла по ip. В результате такой процедуры имеем:

f ll(2Dk2)(nil2J0(kilr0)Ho\kKr) -  I0(k»r)K0(k„r)) при г0< г,
G(r,r0)=\

I \!(2Ок1)(тгЦ2Мк»г)нМ(к»г0) -  10(к„г)К0 (£,/)) при г0>г.
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Рис. 3. Частотная зависимость входного импеданса пластины, 
/кр -  критическая частота для среды в полупространстве. Кри­
вые 1 , 2 -  реальная и мнимая части импеданса пластины в воде 
по отношению к точечной силе, 2 -  реальная (мнимая) часть 
импеданса полу бесконечной пластины в вакууме по отношению 
к линейной силе, 4, 5 -  реальная и мнимая части импеданса пла­
стины с отверстием, полученные из точного решения, 6, 7 — 
реальная и мнимая части импеданса пластины с отверстием, по­
лученные по формуле (18)

По полученным формулам был произведен расчет входного импеданса пластины. 
В качестве примера бралась пластина из стали толщиной 1 см. Акустический импеданс 
среды в полупространстве и внутри трубы брался равным акустическому импедансу 
воды. Результат расчета приведен на рис. 3, из которого видно, что входной импеданс 
на низких частотах асимптотически стремится к импедансу бесконечной однородной 
пластины по отношению к точечной силе, а на высоких частотах — к импедансу полу- 
бесконечной пластины по отношению к линейной силе, приложенной к ее краю, при­
ходящемуся на длину 2nR. Последний при расчетах брался для пластины без среды, 
влияние которой на высоких частотах несущественно.

Если рассмотреть только первый член формулы (17), описывающий колебания 
пластины без акустической среды, то из него удается аналитически получить

zF = F02uRI(-i u>w(R))---------*■ &(mD)v\
kKR -* 0

zF =F0l(-iojw(R))--------->Dkl/oj( 1 - i ) .
knR 00

Заметим, что на низких частотах импеданс по отношению к точечной силе значи­
тельно превышает импеданс по отношению к линейной силе, а на высоких — наоборот.
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Рис. 4. Частотные зависимости мощностей, уходящих 
в пластину и среду. / кр -  критическая частота для среды 
в полупространстве. Кривая 1 -  мощность, уносимая по 
пластине иэгибной волной; 2 -  мощность, уносимая по сре­
де в трубу; 3 -  мощность, уносимая в дальнюю зону

П оэтом у есть основание предполагать, что комбинация вида

2 “  2ТОЧ + 2 эт/?2„ин ОЮ
будет довольно хорош о описывать зависимость, полученную из точного решения, во 
всем диапазоне частот.

Расчет но этой ф орм уле был произведен и оказалось (рис. 3 ) ,  что максимальная 
разность м еж ду точным и приближенным значениями составляет ок ол о 2,5 дБ . Зам е­
тим , что этот результат существенно не менялся при варьировании параметров (тол­
щины пластины), ее плотности, акустического импеданса среды в т р у б е ).

К роме входного импеданса пластины на основе точного решения был рассчитан 
энергетический баланс в рассматриваемой системе.

Д ело в том , что после поступления энергии в пластину имеются три канала для ее 
распространения. Во-первых, она может уйти на бесконечность в ф орм е изгибной волны. 
Во-вторых, она мож ет излучиться в среду и там, в свою очередь, разделиться на два 
канала: частично уйти в трубу и частично уйти в дальнюю зону.

Для нахождения мощ ностей, входящ их в каждый из названных каналов, поступим  
следующ им образом . Прежде всего, зная входной импеданс пластины, определим пол­
ную мощность, поступающую в пластину от источника:

W=(2TiRF0) 2Re(z ) l \ z \2,

и примем ее за 100%. Затем найдем величину мощ ности, уходящ ей в трубу. Для этого 
из величины давления на срезе трубы  найдем колебательную скорость и, составив 
вектор Умова — Пойнтинга, проинтегрируем его  по этом у срезу.

Далее определим мощность, уходящ ую  в дальнюю зону. Используя м етод стационар­
ной фазы , нетрудно вычислить интеграл по кг , входящ ий в функцию Грина g x, и полу­
чить для поля в дальней зоне асимптотику вида сферической волны. Составляя для
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этой волны вектор Умова -  Пойнтинга и интегрируя его по полусфере большого ра­
диуса, найдем величину мощности, уносимой акустической волной в дальнюю зону.

И, наконец, оставшаяся часть, равная разности между полной мощностью и суммой 
мощностей, ушедших в трубу и в дальнюю зону, даст мощность, уносимую по пластине 
изгибной волной.

На ПЭВМ был произведен расчет относительных величин этих мощностей. Пример 
брался тот же, что и при исследовании входного импеданса пластины. Результаты 
расчета изображены на рис. 4. Как видно из изображенного графика, на низких часто­
тах основная доля мощности уносится по пластине изгибной волной. С ростом частоты 
доля этой мощности уменьшается. Доля же мощности, уходящей в дальнюю зону, 
наоборот, увеличивается. Выравнивание этих мощностей происходит вблизи той часто­
ты, на которой выполняется условие

сот = р0с0.
С дальнейшим ростом частоты мощность, уходящая в дальнюю зону, начинает пре­
обладать.

Что касается мощности, уходящей по среде в трубу, то максимальная ее величина 
на низких частотах составляет для данного примера порядка 15% всей мощности, по­
ступающей в пластину от источника. При уменьшении отношения акустических им- 
педансов PiCxl(poC0) эта величина несколько возрастает и при Р\Сх1(р0с0) = 0,001 
составляет около 25%.
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RADIATION OF AN INFINITE PLATE WITH AN OPENING UNDER 
EXCITATION BY A FORCE APPLIED TO THE EDGE

OF THE OPENING

A structure consisting of an infinite plate with a round opening and a semi-infinite pipe attached to the 
opening is considered. Walls of the pipe are assumed to be perfectly rigid and infinitely thin. Plate rota­
tion at the place of the joint with the pipe is forbidden. There are media of diffrent acoustic impedances 
outside the pipe and on the other side of the plate. The structure is excited by a harmonic force applied 
to the edge of the opening and distributed along it with a constant linear density.

Relationships between the plate input impedance, powers propagating through the plate and the media 
and the exciting force frequency are investigated. An approximate formula for the input impedance of 
the plate providing a fair agreement with the exact solution throughout the range of acoustic frequencies 
is obtained.
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