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ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ 
КОНЕЧНОЙ ВЫСОТЫ, РАСПОЛОЖЕННОЙ В ДВУГРАННОМ УГЛЕ

Решена задача об излучении звука  частью цилиндрической поверхности конечной 
высоты, расположенной в двугранном угле.

В работах [1 ,2 ] было исследовано звуковое поле, создаваемое бесконечной цилинд­
рической поверхностью, расположенной в двугранном угле с идеальными гранями 
(плоская задача). Рассмотрим звуковое поле, создаваемое за счет колебаний части 
цилиндрической поверхности конечной высоты, расположенной в двугранном угле 
с бесконечными абсолютно мягкими гранями. Пусть угол раствора двугранного угла 
равен 2а, радиус цилиндрической поверхности — а, ее высота — 2Н  Решение будем 
искать в предположении, что толщина стенок цилиндрической поверхности пренебре­
жимо мала, а распределение колебательной скорости по цилиндрической поверхности 
симметрично по высоте: v(z) = v(—z)  и по азимутальному углу: vfo) = i>(—ф). В мате­
матической постановке задача заключается в нахождении функции р(г, <р, z )  — звуко­
вого давления, являющейся решением уравнения Гельмгольца

(Д + к2)р  (г, <p,z)=0 (1)

и удовлетворяющей условиям излучения на бесконечности [3, 4] 
Ър

lim (—  -  ikp) = О, 
я —  ЭЯ
lim р = О,

R-+ <*>

а также граничным условиям на гранях угла

р |* = ± а = 0 -

0 0 < о ° ,

- со <  z <  °°

и на внутренней и внешней излучающих поверхностях 
1 Ър

------  —  = v('P,z),  М < « ,  | 2 | < Я
пор  дт г= а

(3)

(4)

Здесь Д — оператор Лапласа, к — волновое число, со — угловая частота, р — плотность 
среды.

Воспользовавшись методом частичных областей [4]

Р (Г, «А z) =
РЛг, z), 

Рг (г, ip, z),
Г
г > а
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б у д е м  и с к а т ь  р еш ен и е  в  в и д е  и н тегр ал о в  Ф урье [ 3 ] :

Pi O'. 4>,Z) =

-  ipc Z an
n = 0

oo
(ука)со$(п+ Й) —

a
costkzdt0,

Pi (Г, <P, Z) =

oo OO --
= ipc 2 b„ J У B ( t )H ^ l  ( y k r ) J ' ^ i  (jka) с о ф  + 54)—  cos tkzdt,

7 = V T ^ lr , (5)
где с — скорость звука в среде, / „ ( х )  и — функции Бесселя и Ханкеля соот­
ветственно, я„, Ьп, Л(/) и £(г) -  неизвестные коэффициенты и функции. Отметим, 
что функция р { (г, у, z) и р2(г, у, z) в (5) удовлетворяют граничным условиям на гранях 
угла (3).

Граничные условия (3) и (4) должны быть дополнены условием непрерывности 
полного поля вне излучающей поверхности [4], т. е. условием непрерывности колеба­
тельной скорости

Ър\(г, sp, z) = Эр2(г, у, z) 
Ъг Ьг

г -a, \z \>Ht \*р\<а 
и звукового давления

Pi(a, <р, z)=p2(a, *>, z)t \ z \>Ht \<p\<cc. (7)
Воспользовавшись граничным условием на поверхности излучателя (4) и условием 

непрерывности колебательной скорости (6), несложно показать, что ап = bn, А (f) = B(t). 
Применив к выражению для звукового давления (5) граничные условия на излучаю­
щей поверхности (4) и условие непрерывности звукового давления (7), получим 
следующие парные интегральные уравнения:

00 00 # 7Г
2 а„ /  7 2Л (?)#(1> (ука) / '  (ука) cos (п + Я) -  у  costkzdt =

n —Q О (w + %)^/a (n+Yx)n/a a

= v(y, z), !z| < Д

До ^ (,) bb-Kw bb) - ̂ « № (г ь )я ;д и)„/а(7*»)1 X

7Г
X cos (л + Й) -  cos tkzdt = 0, | z | >  H,

a

которые с учетом того, что вронскиан функций Бесселя и Ханкеля произвольного 
порядка [5] W\Jv(x)\ H'v(x) \ = - 2  if их, могут быть окончательно преобразованы к виду

„ V "  о т1Л(' )Я ! « ) Ф № ) ^ « ) ' / “ № )со$(', + й) ;  V c o s  tkzdt=v(<p, z),

И < Д  (8)
oo oo Я
Z /  >4(/)cos(rt + # ) -  ̂  cos tkzdt= 0, |z |> #

n = o  o a
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Б у д е м  и с к а т ь  н е и зв е стн у ю  в е с о в у ю  ф у н к ц и ю  в в и д е  р я д а  Н ей м ан а  (6 )
оо

а п А  ( 0  “  ^  а пт  Л т  (t k H ) . 
т =0

( 9 )

Непосредственная подстановка выражения (9) во второе уравнение системы (8) 
с учетом того, что [7]

/  Л л iax)cosxydx = 
о

( - l ) V  -  у 2У'АТгп(у/а), у  < а, 
о, а Су,

где Тп(х) -  многочлены Чебышева, позволяет убедиться, что ряд Неймана (9) тож­
дественно удовлетворяет второму уравнению системы (8) — условию непрерывности 
звукового давления.

Воспользовавшись ортогональностью системы функций |cos(w + Й)(я/а)<р | на [-а, 
а) , окончательно для определения неизвестных получим следующее уравнение:

2  anm I  7 ( Й И ) Я 0 +) ;  ( 7 Л а ) • ' ( ' п + й ) я / а  < ? * « )  c o s  =m =0
J o :  Я

= -  /  и(р, z)cos(«  + й )  -  |z | < Я
a  - a

(10)

Рассмотрим численное определение коэффициентов апт. Очевидно, что вследствие 
того, что 7 2 = 1 -  Г2,

«  00 d 2
( 7 2Ф(г) cos tkzdt = /  (1 + — — — ) Ф(/)со8ГА:г^Г. 
о о к2 d z 2

Предположив справедливость замены последовательности дифференцирования и ин­
тегрирования, получим следующее дифференциальное уравнение второго порядка:

(*2 + (* )= /„ (* ) , (Шdzz

где

Ф" (Z )=m=0 fl,,m 0 Л т  (ГА /0Я(п+й)я/а ( 7 te ) C° StkZdt’

к2 <* я
(12)

fn = ----  /  У  Ю C O S  ( л  + Й )  -
a  - a  a

Несложно заметить, что уравнение (11) является уравнением вынужденных коле­
баний, решением которого является [8]

Ф„ (z) -  Ci cos A:z + С2 sin fcz +
1 2

+ -  /  /я  ( 0  sin (kz -  kt)dt; 
к c 3

(13)

где Cb  C2, C3 — произвольные постоянные. С учетом (12) и (13) окончательное урав­
нение для нахождения неизвестных коэффициентов {апт \ примет вид

оо оо
S_A апт ;  J2m ( t k H ) H ^ ^ /a (ука) J'{n+^ )я/а (ука) cos tkzdt =  С ,cosfe  +

m =0
1 * *  a  7Г

+ C2 sin kz + -  /  d(kt) sin(*z -  kt) /  u(«p, z) cos (n + Vi) -  ydy.
( X  —  к С ъ  - a  a

( 1 4 )

Уравнение (14) может быть численно решено методом граничной коллокации путем
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удовлетворения в точках \zn\E  [О, Я] ; п = О, 1, при этом порядо^ системы должен 
быть увеличен на три для вычисления постоянных Сь С2, Сз, а несобственные интегра-

оо

лы /  = /  J2m(tkH)Hi' 1̂  (уka)J„(yka)costkzdt, входящие в систему уравнений в виде 
о v

коэффициентов при неизвестных ап т , весьма быстро сходятся. Последнее без труда 
можно показать, используя асимптотические формулы для Бесселевых функций [5]. 

В случае равномерного распределения колебаний по излучающей поверхности
1 « я (-1 )”2

v(<P,z)= 1, -  J v(ip,z)cos(n + VL)- <pdv = — ----—  ,
о; - a  ol тг(п + n)

( -1 )"1 kz ft 2
-  /  d(kt)... /  = -
a kc - а  я (n + Vi)

[1 — cos(A:z -  const)]

и окончательное уравнение для численного определения неизвестных коэффициентов 
{апт) принимает вид

*  а„т S h m { т н М  =

2 ( - 1 ) "  _______
= Cicoskz +C2sinfe + -  -------;  [1 -  C3coskz + >/1 — Clsinkz] ,

я (n + lA)
n = 0, 1,2,. . . ,  \z\<H.

(15)

С учетом разложения весовой функции A(t) в ряд Неймана (9) выражения для 
звукового давления принимают вид

Я
X cos(w + Й) -  ур cos tkzdt, r<a,

а
оо

p2(r, V, z) = ipcZm=Q апт /  т /а «  ( ^ ^ ( ' n+% ),/2 № ) Я('„+й),/«

X.cos(n + Й) -  </> cos tkzdt, r> а (16)
a

Безразмерный импеданс излучения исследуемой модели в соответствии с определением 
[1,3] равен

= -  /  lP2(S)-Pi(S)]dS. (17)
S 5

Подставив в выражение (17) формулы для р г и р2 (16), проведя интегрирование по 
</>, поменяв местами порядок интегрирования по / и по z, воспользовавшись выражением 
для вронскиана функций Бесселя и Ханкеля, а также тем, что [7]

оо

f  x~l J0(ax) sinxydx = 
о

/  х  1 Jv (ах) sin xydx = 
о

arcsin (у, a), 0 < y <a
я

12* “ <;><
O O >

v~l sin [v arcsin (y/a)],
av sin(2_1 v

v [y + (y2 ~ a2t V

0 <  y<a,  

a < y  <°°,
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Рис. 1. Частотная зависимость импеданса излучения исследуемой 
модели при а = тг/4; а -  активная составляющая, б -  реактивная: 
1 -  Н/а = 0,25, 2 -  Н/а = 0,5, 3 -  Н/а = 1,0, 4 -  Н/а = 2,5, 5 - Н / а  = 
= 5, 6 -  Н/а = °°

несложно получить выражение для безразмерного импеданса излучения
2

Zs = --------
тткНка

2  ( " 1 ) Я  V
п =о (п + 1А)

При вычислениях, проводимых для равномерного распределения колебательной 
скорости v(ip, z) = 1, бесконечные суммы по п и m в выражениях (16), (18) ив системе 
(15) ограничивались соответственно уровнями N и М  Скорость сходимости иллюстри­
руется результатами расчета импеданса излучения Zs для кН= 1, а = 7г/6. Так, при ка = 3
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величина Zs составляет 0,198571 -  i 2,44863 при N  = М = 4; 0,198489 -  /  2,44862 при 
N  = М = 5; 0,198574 -  i 2,44864 при N  = 7, М  = 5 и 0,198571 -  i 2,44863 при N  = 8, М  = 4. 
Наблюдается достаточно быстрая стабилизация трех значащих цифр.

При численной реализации метода существенный интерес в качестве одного из воз­
можных способов контроля правильности организованного вычислительного процесса 
вызывает степень удовлетворения граничных условий. Так, выполнение граничных 
условий (3) на стенках двугранного угла определяется точностью вычисления функции 
{cos(л + !4)я} . В использованной программе точность их удовлетворения не хуже 10_6. 
Выполнение граничных условий на излучающей поверхности (4) с точностью 10~4 
реализуется для ка = кН = 1 при М= 4, N  = 4. При увеличении волновых размеров излу­
чающей поверхности с целью сохранения указанной выше точности число членов ряда 
должно быть увеличено следующим образом: М — из учета 15—20 точек на длину волны 
по высоте излучателя, N**(3 + 5) ка.

На рис. 1 приведены частотные зависимости составляющих импеданса излучения ис­
следуемой модели для значения раствора двугранного угла а  = я/4. Зависимости носят 
резонансный характер; при этом смене знака реактивной составляющей импеданса 
излучения Xs — частоте антирезонанса, на которой происходит изменение реакции среды 
с инерционной массовой на упругую, соответствует разрыв активной составляющей 
rs. Чем больше отношение высоты к  радиусу поверхности Н/а, тем на более низкой 
частоте — при меньшем значении ка — наблюдается антирезонанс. Для рассмотренных 
углов раствора а  при Н/а = 0,25 антирезонанс в рассмотренном частотном диапазоне 
не наблюдается.

Отметим, что при Н/а > 5 частота антирезонанса при всех рассмотренных углах 
раствора о: с достаточной для практики точностью совпадает с первой (нижней) часто-

Рис. 2. Частотная зависимость импеданса излучения исследуемой 
модели при И /Л  = 0,5; а -  активная составляющая, б -  реактивная 
составляющая: 1 -  а = тг/8, 2 -  а = я/6, 3 -  а =я/4
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Рис. 3. Распределение амплитуды звукового давления по излучающей поверх­
ности при а = я/4; а — ка = 1; б — ка = 3; 1 — z — 0, 2 — z — ///2, 3 — z = 0,9 Я; 
сплошная линия -  пунктирная -  р,

той антирезонанса в плоской задаче излучения цилиндрической поверхности в двугран­
ный угол, что видно из сравнения с приведенными для этого случая зависимостями 
X s (ка), заимствованными из работы [2].

На рис. 2 приведены частотные зависимости составляющих безразмерного импеданса 
излучения исследуемой модели при значении отношения Н/а = 0,5. Так же как и в слу­
чае плоской задачи излучения цилиндрической поверхности в двугранный угол, увели­
чение раствора двугранного угла приводит к понижению частоты антирезонанса.

На рис. 3 приведены расчетные угловые распределения амплитуды звукового дав­
ления на внутренней (р,) и внешней (р2) поверхностях цилиндрического излучателя 
ка = кН при двух величинах волнового радиуса ка и значении угла раствора двугран­
ного угла а = я/4. Максимальное звуковое давление развивается в точке с координата­
ми (а, 0, 0), т. е. в центре цилиндрической поверхности, при этом в случае а  = я/4, 
ка = 1 амплитуды звукового давления на внутренней и внешней поверхностях цилинд­
рического излучателя отличаются не более чем на 20%, а при ка = 3, а  = я/4 -  соотноше­
ние размеров, близком к частоте антирезонанса, — наблюдается значительное превы­
шение амплитуды звукового давления на внутренней стенке излучателя над амплиту­
дой давления на внешней, составляющее, например, в направлении «̂ = 0 4 раза для се­
чения kz = 0 и 5,3 раза для сечения z = Н/2. Отметим, что при волновом радиусе ци­
линдрической поверхности ка = 1 разница фаз между давлениями на стенках излуча­
теля ~  180°. При ка = 3 разница фаз (исключая, естественно, точки, близкие к кромке 
излучателяz = Н) составляет-140-150°.
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TH E SOUND RADIATION BY A CYLIN D RICAL SURFACE 
OF A F IN ITE  HEIGHT PLACED IN A D IHEDRAL ANGLE

m e poblem of the sound radiation by a cylindrical surface of a finite height placed m a dihedral ang e 
is solved m e investigation of the radiation impedance and nearfield pressure tn dependence on angl 
value, excitation frequency and height of the surface is carried out.


