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И з у ч а е т с я  к о н ц е н т р а ц и я  н а п р я ж е н и й  в  п ь е з о э л е к т р и ч е с к о м  п о л у п р о с т р а н с т в е ,  о с л а б ­
л е н н о м  т у н н е л ь н ы м и  п о л о с т я м и .  В  к а ч е с т в е  м е х а н и ч е с к о г о  в о з б у ж д е н и я  п р и н и м а е т с я  
п а д а ю щ а я  и з  б е с к о н е ч н о с т и  S t f - в о л н а  и л и  г а р м о н и ч е с к а я  в о  в р е м я  с д в и г о в а я  н а г р у з к а  
н а  п о в е р х н о с т я х  п о л о с т е й .  К р а е в а я  з а д а ч а  э л е к т р о  у п р у г о с т и  с в о д и т с я  к  с и с т е м е  с и н ­
г у л я р н ы х  у р а в н е н и й .  П р и в о д я т с я  р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т о в .

Краевые задачи о  дифракции упругих волн на эллиптических и круговы х  отверстиях 
в бесконечной и полубесконсчной изотропной среде содержатся, например, в [ 1 ,2 ] .  
Рассеяние сдвиговой волны  низкоом ны м  цилиндром и цилиндрической полостью 
в пьезоэлектрике класса С6у ( С ^ у )  рассмотрено в [3 ] .  Ниже рассматривается стацио­
нарная динамическая задача электро упру го ста для пьезоэлектрического полупро­
странства с  полостями, находящ егося в состоянии продольного сдвига. Краевая задача 
сводится к системе двух  сингулярных интегральных уравнений. Представлены резуль­
таты расчетов, позволяющ ие оценить влияние пьезоэлектрического эффекта на кон­
центрацию механических напряжений.

Рассмотрим отнесенную к кристаллофизической системе координат o x \Х2х ъ полу- 
бесконсчную пьезоэлектрическую среду х 2 >  0  (кристалл гексагональной системы 
6 mniy ньезокерамика P Z T -4, PZT-S и др.)> содержащую цилиндрические полости Г т  
(т = 1 , 2 , п) с  образующ ими, параллельными оси  х 3 (рис. 1 ).

Пусть на поверхностях полостей задана постоянная вдоль о с и х 3 сдвиговая нагрузка 
Z n = Re I Z e x p ( —/со/) { , а из бесконечности, возм ож но, излучается монохроматиче­
ская волна сдвига

W o=R e(H /0e - ' ' o jr) ,  W0 = те~‘<а ‘ х ' + <****), ( 1 )
СО

a, =72COs/3, а2 —--y2sin/3, 72 = — ,
а

Здесь с Д ,  e ? i ,  е х$ и р  — соответственно модуль сдвига, диэлектрическая проницае­
мость, пьезоэлектрическая постоянная и плотность материала, р — угол между нор­
малью к фронту падающей волны и о с м о с ? * ! , со — круговая частота, к 0 — коэффициент 
электромеханической связи.

Границу полупространства будем  предполагать либо закрепленной, либо свободной 
от  нагрузки. В случае закрепленного полупространства считаем, что граница х 2 = 0 
покрыта заземленным электродом  (В 1 = 0 ) ;  для свободного полупространства, грани­
чащего с  вакуум ом , полагаем D 2 = 0 . На поверхностях полостей примем электриче­
ский потенциал равным нулю, что соответствует покрытию полостей заземленными 
электродами.
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Р и с . 1. П о л у п р о с т р а н с т в о  с  т у н н е л ь н ы м и  
п о л о с т я м и

Предположим, что Г,-ПГ\ = ф  ( / ,  к  = 1 , 2 , ,  кривизны контуров Г т  и ампли­
туды Z  = Z  ( | i , J 2 )> (£i>  £ 2 )  е  Г  = u r w удовлетворяю т условию Гельдера [4 ] .

В указанной постановке в теле (область £1) имеют место сопряженные волновые 
поля механических напряжений продольного сдвига тг 3 (х г , х 2 ) ут2 3 ( * i  , х 2 ) , векторов 
электрической и магнитной напряженности Я, (x j  , х 2)  ,Я 2 ( х { , х 2 )  и Я 3 (х ,  , х 2 )  .

Полная система уравнений поставленной задачи имеет следующий вид: 
уравнения состояния пьезосреды

Т2 з = С44 Э2w  -  е , 5i '2 , = t?, s Э j w  + e f , £ ' i ,

T13 = c | 43 I w -  e u i ? ! ,  D 2 =  e l s d 2w  + e ? 1E 2 , (2 )
Э) = 9 /9 * 1 ,  32 = 9 /9 * 2 ; 

уравнение движения
Э2 w

9 irI3 +Э2т23 = p — ; (3)

уравнения Максвелла

ЭЯ3 ЭЯ,
9i ^ 2 -  02^! + р - —  =0, Э2Я 3 = —

0г

0Z>2
Э 1 Я 3  — ---------------------- ,  0 i Z > i  +  Ъ21)2 =  0 .

0 /

Можно показать [5 ] ,  что амплитуды механических и электромагнитных величин 
выражаются через две функции W и F в виде

? 2  3 -  £ 4 4 ( 1  + « 0 ) 0 2 ^  +  ^ 1 5 0 !  Я ,  Ту з  = С 4 4 ( 1  + K o ) 9 i  и ^ -  ^1 5 0 2 Я ,

^15 -  С.
я ?  = 92Я ~ ~ Е ~ ~  3i ^  Я2*  = - 0 1 Я -  ~  02 В/, Я Г = € ^  02Я, 

€и  c i i

1 5
(5)

D * ~ —efidi^F,  Н *  = —ico e fiF .

Здесь Я2 3 , . . . ,Я *  -  амплитуды соответствую щ их механических, электрических и 
магнитных величин. Функции W и Я  удовлетворяю т уравнениям (в  квазистатическом 
приближении)

V 2 H/ + T2 B '= 0 ,  У 2Я = 0 .  (6 )

Механическое и электрическое краевые условия на поверхности Г т  запишем в виде

С44 (1 + « о ) ( е
dW

0Z
+ е

.. dW .. 0Я
- ,1/' —  ) - ^ 15Се** —

0Z 0Z
- e - ‘* y _ )  = Z ,
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(7 )

z  =  x ,  + ix2 , z = x ,  - i x 2 ,

i e ,  t .... bW 31V

ef,!S ( e '^  —  - е - ^ ^ + е 4 '- ^ -  + e “ ' * —  = 0 ,
... 3 F  3 F

-  + e
3z 3z 9z 3z

3 1 3 1
T - -  - ( 3 i - » 3 2 ) , —  =  — ( 3 j  + i3 2).
dz 2  dz 2

Здесь п од  выражениями bW/bz, bW/bz, bF/bz , bF/bz поднимаются их предельные 
значения при z -+t;0E L  из области 12, l/z -  угол между нормалью к  контуру полости 
И  О С Ь Ю  ОХ\ .

Волновые поля в полупространстве с  полостями складываются из прямой и отражен­
ной о т  границы полупространства волн и поля, рассеянного полостями. В соответствии 
с этим функции W и F  представим в виде

W (x  ь х 2 ) =  W0 - A W ,  + f P ( 0 [ H o ( 1 ) b 2 r ) - A H t 1\y2r * ) ] d s ,

F ( x l t x  2)  = —  /  / ( f )  ( to r  + Л 1пг*) ds,
7Г Г

W, г = If — z  I,

(8)

r*  = | f - z | ,  *  =  * ,  + f * , e n ,  f e r = u  r m .
m -  1

Здесь p ( f )  и / ( f )  -  неизвестные плотности, H ^ ( x )  -  функция Ханкеля первого 
рода порядка р . Случай А  = - 1  соответствует свободном у, граничащему с вакуум ом  
полупространству, случай А  = 1 -  закрепленному и покры том у заземленным электро­
д ом  полупространству.

Представления (8 ) удовлетворяю т соответственно уравнениям ( 6 ) ,  механическим 
и электрическим краевы м условиям  указанных типов на границе полупространства 
х 2 = 0 , а также условию излучения [6 ] .

Подставляя предельные значения производных bW/bz, bW/bz, bF/bz, bF/bz при 
* “*?<)£ Г т  (m  = 1 , 2 , n )  в краевые условия ( 7 ) ,  приходим к систему двух  сингу­
лярны х интегральных уравнений относительно функций р ( f )  n / ( f )  :

р (  f o )  + / P ( f ) * i  ( f ,  f o ) *  + / / ( f ) f t  ( f ,  f o ) *  = В Д о ) ,Г г

- / ( f o )  + / Я  f ) * s ( f , f o ) *  + / Р  ( f k 4(  f ,  f o ) *  = Л'2 ( fo ) ,  
г  r (9 )

£ i ( f , f o ) = — ~ Re 7— — -  [ t f 1(7 2r0 )co s (i//o  - a o ) - ^ f l ’1(1>(72r ^ ) c o s ( ^ o - « o ) ] ,
f  -  fo  2

е 'Л

*2(f-f0) = Im G (f, fо), *3(f, f0) = Re G (f, f0),
2^44(1 + К о.)

1 1 Л K §cf4 f 2
C (f, fo) = -  [e1** ( —  + = - r -  ) ) , ®,(f, fo) = —  Im —

7Г f - f o  f  “ fo «1 5  I f - f o

+ 72  [НхЬгГо)  sin (ф0 - « o )  -  AH,(1 )(j 2 r0* ) sin (ф 0 -• o 0* ) ]  j ,

72^
iV ,(f0) = - T

2 i c f 40  + « o )
+ —  [ e - ' ( e «*i»+ e A « ) Co s ( 0 o - / ? )  -

- / l e - i ( " ,El0 " 2E2o)c o s (^ 0 +(3),

7V2 ( f 0 )  =  .8
e?x

!e i 57J— [e '(°'if>o+“ j^ o ) sin(i//() — (3)- Л е  а2?го)8т ( ^ 0 + (3)],
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Я,(х)= —  +Яр>(х), го — If — toI. '"о* = IГ - М ,ттх

« о  = a r g ( f - f 0 ) ,  « о  = a r g ( f - f 0 ) ,  Фо =  ' / ' ( Г о ) ,

?0 = f l O + *?2<Ъ

Здесь ядра £2 ( f , f 0 )> £4 ( f > ? o )  -  сингулярные, значение А  = 1 соответствует за­
крепленному, а Л = - 1  — свобод н ом у  полупространству. При А =  0  имеем  неограни­
ченное пространство с  полостями.

Нетрудно показать, что суммарный индекс системы (9 )  равен нулю и, следова­
тельно, она однозначно разрешима в предположении, что соответствующ ая одн ород ­
ная система интегральных уравнений имеет лиш ь нулевое решение [4 ] .

Заметим, что при к0 = 0  система интегральных уравнений (9 )  распадается на даа 
независимых уравнения относительно функций p ( f )  и / ( f ) -  в  этом  случае интеграль­
ное уравнение с  плотностью р ( £ )  будет соответствовать изотропному полупространству
с полостями.

Для определения концентрации напряжений в пол у  п ро стран ств е с полостями вы ­
числим напряжение о^Хз на поверхности Г . Имеем

V * , = Re ( Те 

b F

— i tot ) ,  T — 7X?i о , £2 о ) ~ — ic 4 4 0  + ко ) ( е

+ е,  s (е'^о
bF

1Ф bW

ЭГо
— е

bW
= г )  +

Э Г о ( 10)

+ e - i* » T = ) ,  Г0е г ш ( т =  1 , 2 , . . . , и). 
о?о «Го

Здесь под  частными производными о т  соответствую щ их величин понимаются их пре­
дельные значения при z  - * f 0 из области £2.

Ф ормулу (1 0 ) удобн о представить в ином  виде, исключив из нее члены, содержа­
щие функцию F.  Привлекая второе граничное условие (7 ) и интегральные представле­
ния производны х bW/bz у bW /bl (z Г ) , находим

Щ 10, ^ о ) = ~  [Л а( Г о ) - / р ( 0 * . ( Г , Г о ) < * * ] .  ( Ч )
К о  I

Функции g 4 ( f , f  0)  HiV2 ( f o )  определены в ( 9 ) .
Рассматривалась эллиптическая полость в пьезокерамике P Z T -4  (с44 = 2 , 5 6 *  

• Ю , 0 н/м2 , е\ 5 = 12,7 к /м 2 , е ? х = 730 • 8,85 • 10” 12 ф / м ) , параметрическое уравне­
ние которой  имеет вид

{:,<) = tfiCOSv?, I20 = /^2 S i n + Л. ( 1 2 )

Интегральные уравнения (9 )  с учетом (1 2 ) сводились к системе линейных алгебраи­
ческих уравнений по схеме метода механических квадратур [7 ] .  Расчеты проводились 
для значений параметров R x = 1 0 “2 м , h/Rl = 2 .  Максимальное число узлов разбиения 
на отрезке [0 , 2я ] принималось равны м N  = 31.

На рис. 2 иллюстрируется поведение величины <5 = | Л / Го в точке у  = 0 как функ­
ции нормализованного вол н ового  числа 7 *R = 7 2# \ / 1 + к© в случае, когда из бесконеч­
ности вдоль оси  х 2 (0 = 7г/ 2) излучается S tf-волна смещения, а поверхность полости 
свободна от  нагрузки (Z  = 0 ) . Кривые 1 и 4  построены  для значений R i /R2 = 2, А  = — 1 
и 1, а кривые 2  и 3  — для Л = 0 , / ? , / Я 2 = 2 и R i /R2 = 1 соответственно. Здесь 
Я = 0 , 5 ( / ? ,  + Д 2) ,  Г0 = Т7 2с ^4 (1 + к о ) , с1ш ош ные линии отвечают случаю пьезокера­
мики, штриховые — случаю к 0 = 0. Функция Т =  Г (£  i 0 , ? 2 о ) определяется но ф ор­
муле ( 1 1 ) .  Точками обозначены результаты, полученные м етодом  рядов в [8 ] .

Численное исследование показывает, что влияние связанности механических и 
электрических полей в керамике на величину 5 особенно заметно в области пиковых 
значений нормализованного вол н ового  числа 7 * # , которы е смещаются вправо по срав­
нению с соответствую щ ими значениями для изотропного материала (к0 = 0 )  . Как видно 
из рис. 2 , в пространстве с  эллиптической полостью  при действии 5Я-во!лны влияние
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Рис. 2. Изменение величины 5 в функции 
от нормализованного волнового числа

пьезоэффекта на величину б невелико (порядка 11%) ; для полупространства это влия­
ние проявляется в значительно большей степени и в области максимальных значений 
величины б может достигать 22%. Полученные результаты качественно согласуются 
с  вы водами работы [3] .

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Гузь А.Я., Кубенко В.Д., Черевко АТ.А. Дифракция упругих волн. Киев: Наук, думка, 1978.
С. 307.

2. Головчан В.Т. Дифракщя пружкси поперечно! хвши на елхптичних цшпндрах в HaniBiipocTopi // 
Докл. АН УССР. Сер. А. 1971. № 3. С. 246-249.

3. Шевяхов Я.С  О рассеянии сдвиговой волны низкоомным цилиндром и цилиндрической полостью 
в пьезоэлектрике класса С6у/(САу)  / / Акуст. журн. 1978. Т. 24. № 2. С. 271-278.

4. Мусхе/шшвили Я.И. Сингулярные интегральные уравнения. М.: Физматгиз, 1962. С. 599.
5. Партон В.З., Кудрявцев Б.А. Динамическая антиплоская задача для пьезоэлектрической среды //  

Тр. Моек, ин-та хим. машиностроения, 1974. № 56. С. 3-13.
6. Тихонов А.Я., Самарский А.А. Уравнения математической физики. М.: Наука, 1977. С. 736.
7. Белоцерковский С.М., Лифанов И.К. Численные методы в сингулярных интегральных уравне­

ниях. М.: Наука, 1985. С. 255.
8. Колодий В.И. Дифракция волн на электрической полости / /  Прикл. мех. 1979. Т. 15. №2.

С. 102-104.

Харьковский политехнический институт Поступила в редакцию
им. В.И. Ленина 16.03.90
Сумский филиал

M .L . F i ls h t in s k i i

H A R M O N I C  O S C I L L A T I O N S  O F  A  P I E Z O E L E C T R I C  H A L F -S P A C E  
W I T H  T U N N E L  C A V I T I E S  ( L O N G I T U D I N A L  S H E A R  D E F O R M A T I O N )

The stress concentration in a piezoelectric half-space weakened by tunnel cavities is studied. SH-wave 
falling from the infinity or harmonic in time shear load on the cavity surfaces arc accepted as the mecha­
nical excitation. The half-space is either free from loading and environed by vacuum, or it is fixed and 
covered by a grounded electrode. By means o f received integral representations o f solutions the corres­
ponding boundary problem o f  electroelasticity reduces to a system o f two singular integral equations of 
the second kind, which are solved numerically by the method o f mechanical quadratures. Calculation results 
illustrating the dependence o f the stress concentration on the hole circuit on excitation frequency are per­
formed. It is noted, that in the described example the presence o f the piezoelectric effect results in stress 
concentration grouth on 11-22%.
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