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ПОЛЕ ПЮ ТЯЖ ЕННОГО ИСТОЧНИКА 
В РЕГУЛЯРНОМ ОКЕАНИЧЕСКОМ ВОЛНОВОДЕ

Р е ш е н и е  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а ,  о п и с ы в а ю щ е е  з в у к о в о е  п о л е  п р о ­
т я ж е н н о г о  г а р м о н и ч е с к о г о  и с т о ч н и к а  в  о к е а н и ч е с к о м  в о л н о в о д е  в  в и д е  с л о и с т о г о  
ж и д к о г о  п о л у п р о с т р а н с т в а ,  и щ е т с я  в  в и д е  р а з л о ж е н и я  п о  п о л н о й  с и с т е м е  с о б с т в е н н ы х  
ф у н к ц и й  с о о т в е т с т в у ю щ е й  п о п е р е ч н о й  к р а е в о й  з а д а ч и , с в о д я щ е й с я  к  с и н г у л я р н о й  
з а д а ч е  Ш т у р м а - Л и у в и л л я ,  и м е ю щ е й  к а к  д и с к р е т н ы й ,  т а к  и  н е п р е р ы в н ы й  с п е к т р ы .  
П о л у ч е н н о е  р е ш е н и е  о к а з ы в а е т с я  с в я з а н н ы м  с  д и а г р а м м н о й  ф у н к ц и е й  и з л у ч а т е л я , 
х а р а к т е р и з у ю щ е г о с я  о б ъ е м н о й  п л о т н о с т ь ю ,  с о в п а д а ю щ е й  с  п р а в о й  ч а с т ь ю  и с х о д н о г о  
у р а в н е н и я .

Задача нахождения поля протяженного гармонического источника в регулярных 
океанических волноводах относится в настоящее время к  разряду достаточно хорош о 
изученных. Библиография по этой проблеме насчитывает более десятка работ. Не приво­
дя все эти работы, перечислим лишь те, в к отор ы х  отражен тот или иной общ ий подход 
решения задачи. М етод представления источника счетной системой мультиполей изложен 
в работе [1 ] .  Метод функций Грина точный и в приближении ВКБ отражены соответст­
венно в работах [2 , 3 ] .  В работе [4] излагается м етод  диаграммных функций. В работе
[5] приведен м етод  когерентны х состояний.

В настоящей работе излагается подход к решению указанной задачи, основанный на 
разложении решения по полной системе собственны х функций соответствующ ей попе­
речной краевой задачи.

Рассмотрим случай регулярного волновода, представляющего собой жидкое слоистое 
полупространство с  переменной плотностью p (z )  и скоростью  звука c ( z ) . При этом  
p (z )  и c ( z )  м огут  иметь разрывы (например, на глубине Н ) .  В это м  случае математи­
ческая ф орм улировка задачи о  поле давления р  источника (f, D )  мож ет быть записана 
в виде

Здесь х  = (х, у , z ) ; / ( х )  -  объемная плотность источника,

L r = Э2/Э г2 + г-1 Э/Эг +/*"2d2/dtp2 =  Д±,
L z =  p(z)d/dz(p~'  (z )9 /d z )+  k2(z), 

r =  |r|, t ^  (x, у )  =  (г, y>), D  =  supp f

ск обк и  в (3 )  означают разность пределов стоящ их в них величин при z -» Н  ±  0 ; =
=  £2 U Г2] — слоистое полупространство;

£2 = !х С Д 3:л:,.уеД 2>ге [0 ,/ / ]|  ,
t t . , = \ x e R 3 : x , y E R 2, z G ( H ,o ° ) \ ,

Lp  =  (L r + L z ) p  =  - / ( x ) ,  x 6 f l „ ,

p \ z= 0  =  0,
[p\z=H ~  0 , [p~l (z)dp/dz]z= H  =  0, 
p  6 j 4 ( f i „ ) .

( 1)
(2)
(3)
(4)
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условие (4 ) обозначает записанные формально условия излучения при |х 
рыс ниже конкретизируются.

С помощ ью замены

-► о о УК О Т О -

u = p p ~ v‘ (z )

уравнение (1 ) преобразуется к стандартному уравнению Гельмгольца 

(Д + К 2( г ) ) М = - / ( х ) / р ‘Л(2 ) .

Здесь

K 2(z) = K 2(z )  +
1

2 p (z )

D2p (z )

dz2

3  1______Э р ( г )

4  p (z )  dz

Краевые условия (2 ) ,  (4 ) сохраняются неизменными. Условия сш ивки (3 ) пре­
образуются к виду

[ирУ1] г = н  =  0 , [ p - 'b ( u p A )ld z ]z=H  =  0. (7 )

Для решения задачи (6 ) ,  (2 ) ,  (7 ) ,  (4 ) рассмотрим вспомогательную задачу Ш турма- 
Лиувилля

(0 2/d z 2 + K 2( z ) M z ,  *2)  =  *2* М 2) -  (8 )
Примем далее допущение о  существовании предела 

lim K 2( z ) = K l < ° ° .
Z —+ °

Введем обозначения: K 2(z) -  К 2̂  =  # (z ) , -  ? 2 = X. После этого задача (8 ) преобра­
зуется к виду

(0 2/0 z 2 + < /(z ) + X)<p(z, Х )= 0 .  (9)

Примем следующее правдоподобное для акустики океана допущение о  том , что q ( z )  €
оо

G L 1 (0 , ° ° ) ,  т. е. /  \q(z)\dz <  °°. Тогда, к р ом е  стандартного краевого условия (2 ) на
о

поверхности и условия сш ивки при z =  Н  для у  мож но поставить классическое условие 
излучения при z 00 [6 ]:

0«p(z, X)/0z — /\/X~</?(z, X) =  o ( l ) ,  z -^ ° ° .  (10)

Задача (9 ) ,  (2 ) ,  (7 ) ,  (10 ) носит название сингулярной задачи Ш турма-Лиувилля
[ 6 ] .  Спектр такой сингулярной задачи состои т из д в у х  компонент: дискретной 
содержащей конечное число N  собственны х значений Х„, и непрерывной Л2 , содержащей 
все вещественные числа X >  0  [6 , 71 . Указанная непрерывная компонента существует 
всегда (при л ю бом  q G L ] (0, ° ° ) ) ,  тогда как дискретная компонента может и отсутст­
вовать, например в случае K 2(z) = К ] 0 =  const, q ( z ) =  0. Последнее означает, что дискрет­
ная компонента м ож ет сущ ествовать только для переменного К  ( z ) , которы й полностью 
определяет ее свойства, т. е. общ ее количество и характер расположения соответствую ­
щ их собственны х значений. Указанным м нож еством  Л,-, /  = 1, 2, отвечают дискретный и 
непрерывный спектры

Л* = 1 #  е л 1 : й  = К 1  -  Х„, х„ е  л , ! .

A l  =  \ S 2 £ R u . e < K l \ ,

К 1 < £ < К 2т а х = т г х К 2(г),  V ^ e A « .
. г

Имеет м есто следующая теорема разложения [8 ] :  пусть i//(z) е / , 2(0 ,° ° )  -  непрерыв­
ная функция при z 6  (0 , ° ° ) , тогда имеет м есто разложение

* СО = j [  *2)A<Sa)=(F(S*X*fe ? ) ) ац *у  (П )
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где функция F (£ 2)  определяется интегралом
оо

H$2) = S ? )d z  = W(z),<p(zf
о

( 1 2 )

Y?(z, £2) -  решение задачи (9 ) ,  (2 ) ,  (7 ) ,  (1 0 ) ;  о (£ 2 ) носит название спектральной 
функции, которая является м онотонно возрастающей на непрерывном спектре и сту­
пенчатой (кусочно-постоянной) на дискретном  спектре с  величиной скачка у~п2 , где 
7п определено ниже. С учетом  наличия дискретного спектра (скачков функции о (£ 2 ) )  
разложение (1 1 ) приводится к виду

* ( * ) = z
п=  1

К

Уп
+ /  ~ F ( t 2) v b  ? ) d o < $ 2) . (13 )

Здесь

Fn =  (ф (г ), * (г , Й  ) \ , F ( ?  )  =  (ф (г ), ^ (z , £2 ))г ,

=  t i) ) z  =  М * .  Й )«2-
К роме того , имеют м есто  соотнош ение ортогональности

И г, Й Х  = 7 2 * п т

для собственны х функций дискретного спектра, и

И Г , П , * ( 2 ,  r 2 ))z =  S (? 2 - | ' 2)

(14а)

(146)

для собственны х функций непрерывного спектра [8 ) .  Перекрестное скалярное произве­
дение собственны х функций дискретного и непрерывного спектров равно нулю. К роме 
того , система функций ip(z, £2) ,  являющ ихся решением задачи (9 ) ,  (2 ) ,  (7 ) ,  (1 0 ) ,  о б ­
разует полную систему функций в L 2(0, °°) [8 ] .  В случае несамосопряженной задачи 
Штурма—Лиу вил л я (выш е рассматривалась самосопряженная задача) имеют место 
аналогичные разложения по биортогональной системе функций, являющ ихся решения­
ми задачи Ш турма-Лиувилля, сопряженной к  исходной [ 7 ] .  П орядок  вычисления 
спектральной функции о ( ? 2 )  приведен в работе [8 ] .  В частности, для волновода Пеке- 
риса о  (£2 )  =  £2 [9 ] .

С учетом пр 
в виде

еденной теорем ы  разложения будем  искать решение уравнения (6 )

а (г ,г )= 2  Un(гМ г, Й ) + / " * ' ( r. f  M z, S2)d o (? ) .
п= 1 —оо

Правую часть в (6 ) представим в виде (13)

„  Ы г ) Ф Л 1 )  . ,  „ „  , л , ч
Д х ) - 2  --------------------  + /  F (r ,? 2).p(z, £2) < М Г ) -

n =  i у „

Здесь F „  и F  определяются из (1 2 ), а именно 
F „ ( r ) = ( f ( x ) p - ^ z ) , ^ z ,  £2))2 ,

Н г , е ) = Ш Р * Ы ч > Ь

Подставляя выражения (15 ) и (16 ) в уравнение (6 ) ,  перемножал, далее, скалярно обе 
*Г0 части с  функцией </>(z, ) на интервале z £  (0 , °°) на непрерывном и дискретном
спектре и учитывая соотнош ении (1 4 ) и уравнение (8 ) .  имеем

(Д1 + %) Un (г) - - К  (г) 7Л2 . й  ■ м : 07 )
(u i  + *2)£ /( r , i -2) = - F ( r , * 2) , S2 G A | . (1 б )

Для однозначного решения (1 7 ), ( ! 8 )  к  ним необходим о добавить Стандартные усло­
вия излучения для уравнения Гельмгольца в R 2 [10 ] (Э/Эг  -  /£ )£ / =  о ( г “%), г -»<*>. Здесь 
Г /-  решение уравнения (1 7 ) , либо (1 8 ).
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Найдем решение задачи (17 ) (решение задачи (18 ) находится аналогично). Приме­
няя к обеим  частям (17 ) прямое двум ерное преобразование Фурье и найдя из получив­
ш егося алгебраического выражения значение образа, получаем затем с помощ ью обрат­
н ого  преобразования сам о решение в следующ ем виде:

£ , « ' И ' Г Г
и  г, (г) = —Уп {

t i - k i -  к
----------- d 2 t ' = - - y - 2 f  Г2 ,,2 € '  П i  iО о Й  -  V

S 'd -M S '. (19)

Здесь

К  ( ? )  = F  [F„\ « ' ) =  - 4-  / .  Fn (Г) e - V "  d \
4  я

$ ' =  ( * * , * , )  =  « \ v ’ i ) .$ '= K '| .

Д еформированием пути интегрирования в ком плексны х п л оскостях  £' и v?i» как пока­
зано в работе [ 11) ,  интеграл (1 9 ) сводится к  виду

,  -  £ , , f t \ *  + f ) e /{V co ,r  ,
V n (r)= -y-„2 f  f  ---------- r<wr.-<* iOO Й  - 1 '2

Вычисление последнего интеграла по переменной £' м етодом  контурного интегрирова­
ния дает

Unit) = - 4  + О е*-гсо,гЛ
УП too

(20)

Учитывая (2 0 ) , получаем для м одовой  части решения в (15) следующее выражение: 

z ) - i v  Е .  &■> + t ) e ‘^ r c o s , dti r ,<p ,z<=S l„ .  (21 )
"= 1  M z ,  Й П

После оценки интегралов в (2 1 ) м етодом  перевала аналогично том у, как это осущ еств­
лено в [ 4 ] ,  получаем выражение для м одовой  части в следующ ем виде:

иу(г, у ,  z ) ~ i ( 2 n r  2
п = 1

,54 у  ^ Z° ’ й М * .  й )  -  ir/4)
M z .  Й)112

Здесь Z)„ удовлетворяет рекуррентному соотнош ению [4]

2  D n k ^ ) i a nr)
к = О

к+'А (22)

D и , fc+1 (*/>)=
(Э2/Э̂ >2 + Ar(* + 1) + К) 

2 / (4+1) Я пд М Д = 0> °°, (23)

D „ , 0 ( y ) = n F n( tn ,4>)lv(z0 , Й )  =  /  / ( x ) p - V4(z ) V.(z, ^ ) e- '« "  r <i3* / ( 4 M z o ,  Й ))-  (24)

А

Пределы интегрирования в последнем интеграле при определении сужены с £2,*,
до области вследствие финитности ф ункции/ ( * ) .  Учитывая ( 5 ) ,  получаем окончатель­
но из (2 2 ) выражение для м одовой  составляющей давления р , :

Pi (Г.*. z ) ~ i ( 2 i , ) * p * ( z ) Z
П = \

r,Kp,z €  f t » , .

2V %п) e i(tnr-n f4)
Й )

оо
2

&=0
(25)

Полагая, что в слое £2 плотность постоянна р (z ) =  1, приходим к  тому, что выражение
(2 5 ) для м одовой  составляющей давления в слое £2 сводится к  соответствующ ему 
выражению для поля направленного излучателя, полученному в работе [4] методом 
диаграммных функций (выражение (20 ) работы  [4 ] ) .  Выражение (24 ) сводится в 
этом  случае к выражению для диаграммной функции точечного источника, эквивалент­
ного данному источнику (f, D )  (выражение (2 1 ) работы  [4 ]) .
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Совершенно аналогично получаем выражение для поля сплош ного спектра излуча- 
теля (f, D ) :

Рг(г, «  Z) ~ / ( 2 * ) V ( z ) / ~  $2) e , « r- n' 4 '> S  Я * (* 2. * ) Ш * +Й< М ?2)>— оо к= О

(26)

гдe D k удовлетворяет рекурсии (2 3 ), a D 0 определяется из (2 4 ) при £2 G А*.
Отметим, дал ее, что в случае / ( х )  =  6 (х  -  х 0)  выражения (2 5 ), (2 6 ) сводятся  к  соот ­

ветствующ им выражениям для поля точечного источника (см ., например, [7 ]) .
В заключение сделаем несколько замечаний.
Приведенные здесь результаты относятся к случаю q  £  L' (0 , ° ° ) .  Если это условие не 

выполнено, возм ож ны  варианты, о б зо р  к отор ы х  дан в работе [1 2 ].
Использованный здесь подход мож но распространить на случай, когда область 

представляет собой  упругое полупространство.
Наконец, отметим, что при решении задачи в трехмерном случае, попутно решалась 

задача д л я /? 2. Так, решение задачи

(Дх + к2) и =  -F ( r ) ,  к  =  const, г £ / ? 2,

представляется в виде (см . решение уравнения (1 7 ))

u(r, *>)= пг /  ”  П К  *  + t)  e ikrcos,d t  ~ { 2 v t i e ,{kr - 7'IA) Г  D n (<p)/(kr)"+v\  (27 )
/со "  = 0

Здесь D n (ф) определяется рекурсией (2 3 ) , а

D 0(* )  =  F(k, о ) п  =  {  F ( г) ечкт d 2r/4тг, k =  (к, ч>), (28 )
D

D  =  suppF. Как видно из (2 7 ), главный член асимптотики поля имеет вид
e i(kr-7T/4)

и (г, ¥>) ~  (2 тг)Уг i — — ,y2-~  D о (ifi).
(кг у

Таким образом , О 0(ф) характеризует направленность источника (F, D )  и, как видно из
(2 8 ), диаграмма направленности этого  источника с точностью до постоянного множите­

ля равна следу двум ерного фурье-образа правой части F (r )  на окруж ности радиусом к.
Аналогично мож но показать, что в случае / ? 3 диаграмма направленности излучателя 

(f, D )  равна следу трехмерного фурье-образа на сферу радиусом к , где к — волновое 
число.
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В .Р . S h a r fa r e ts

F I E L D  O F  A  D I S T R I B U T E D  S O U R C E  IN  A  R E G U L A R

O C E A N I C  W A V E G U I D E

T h e  s o l u t i o n  o f  t h e  i n h o m o g e n e o u s  H c l m h o l t s  e q u a t i o n  d e s c r ib in g  a  s o u n d  f i e ld  o f  d is t r ib u t e d  h a r m o n ic  

s o u r c e  in  a  h a l f - s p a c e  is  o b t a i n e d .  T h e  h a l f - s p a c e  s im u la t e s  a  l a y e r e d  o c e a n i c  w a v e g u id e  a n d  th e  s o lu t io n  is 

f o u n d  as  a n  e x p a n s io n  in  a c o m p l e t e  s y s t e m  o f  e i g e n f u n c t i o n s  o f  a c o r r e s p o n d in g  s p e c t r a l  p r o b l e m ,  w h ic h  

is  r e d u c e d  t o  t h e  s in g u la r  S t u r m -L iu v i l l  p r o b le m  a n d  h a s  b o t h  d e s c r c t e  a n d  c o n t in u o u s  s p e c t r a .  T h e  s o lu t io n  

o b t a i n e d  i s  s h o w n  t o  b e  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  r a d ia t io n  p a t t e r n  o f  th e  s o u r c e  a n d  th e  v o lu m e  d e n s i t y ,  w h ic h  

is e q u a l  t o  th e  r ig h t  s id e  o f  th e  o r ig in a l  e q u a t i o n .
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