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ИЗЛУЧЕНИЕ АКУСТИЧЕСКИХ ИМПУЛЬСОВ 
МНОГОСЛОЙНЫМ ПЛОСКИМ ПЬЕЗОВИБРАТОРОМ

Р а с с м о т р е н а  з а д а ч а  и з л у ч е н и я  а к у с т и ч е с к и х  в о л н  п л о с к и м  с л о и с т ы м  п ь е з о в и б р а т о ­
р о м ,  в о з б у ж д а е м ы м  н е с т а ц и о н а р н ы м и  э л е к т р и ч е с к и м и  с и г н а л а м и ,  п р и  с т р о г о м  у ч е т е  
м н о г о к р а т н ы х  о т р а ж е н и й  в  с т р у к т у р е  п а к е т а .  П р о в е д е н  а н а л и з  п о л у ч е н н ы х  ч и с л о в ы х  
р е з у л ь т а т о в .

Подавляющее больш инство исследований динамических процессов в электроупругих 
телах и гидроэлектроупругих системах проводились в предположении, что волновые 
поля изменяются во времени по гармоническому закону. Переходные режимы работы 
пьезокерамических преобразователей изучались в единичных публикациях. К ним отно­
сятся работы [ 1 - 5 ] ,  где рассматривались нестационарные колебания электроупругих 
тел, стержня, слоя и тонкостенных цилиндрических и сферических оболочек в жид­
кости.

В настоящей статье получено решение задачи излучения акустических волн слоистым 
пьезокерамическим преобразователем, которы й возбуждается нестационарным электри­
ческим сигналом. Пьезовибратор состоит из в общ ем  случае произвольного числа 
встречно поляризованных плоских слоев, имеющих толщину h и одинаковые механи­
ческие свойства. Электрический сигнал подводится к  электродам, нанесенным на гра­
ничные плоскости элементов пакета (z = 0 ; И; ...; nh) .  Один край преобразователя 
(z  = 0 ) ж естко защемлен, а другой (z  = nh)  подкреплен упругим слоем  толщины I, 
которы й контактирует в плоскости z  = nh + /  с полупространством идеальной сжи­
маемой жидкости.

В рамках моделей линейной электроупругости, упругости и акустического прибли­
жения ф орм улировка задачи имеет вид:

a V fc) d V k > d V * >
-  = ( - i ) fc— ^—  ( * =  l ;  2 ; •••>; и);

dz2 dr dz dz2

Здесь u(fc), <k) -  перемещения (вдоль координаты z ) ,  напряжения и напряжен­
ность электрического поля в к-м пьезокерамическом сл ое; w, т -  перемещения и напря­
жения в упругой накладке; <р и р  -  волновой потенциал акустической среды и возни-
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кающее в ней давление; C f  3, е33, е33, р — характеристики электроупругих слоев (м о ­
дуль упругости, пьезомодуль, диэлектрическая проницаемость и плотность); Е, у  -  
модуль Юнга и плотность упругой накладки; р и с  — параметры акустической среды 
(плотность и скорость  распространения з в у к а ) .

Конфигурация подводим ого к плоскостям  z = kh нестационарного электрического 
сигнала задается функцией Q (t )

* ( f c) i z=fcft = i r t f m m - ,  * ( k) 12=( * _ , ) „ = ( - w
где H  — единичная функция Хевисайда.

Начальные условия задачи принимаются нулевыми, а граничные

и<*> l z = 0 = ° ;

«<*> 1 z = kh

к (п )| __. =  w\ _ .

3 w
z=nh z=nh

i _  ^
Э t z=nh+l dz

а (*)
z = k h ’ z = k h = a<fc+1)l . .  ( * = 1 ; 2 ; . . . ; и -  1);z = k h

— т\
z - n h  1z = n h >

; т I = - p  I
z = n h + I  z = n h + I

обеспечивают безотры вное совместное движение контактирующ их сред.
При записи уравнений (1 ) — (5 )  использованы безразмерные обозначения, согласно 

к отор ы м  перемещения и^к '. w, толщины h. /  и координата z отнесены к /г; время /  -  
к  /г/т(?7 = v ( C f 3e3 3 + e 33)/(jxe33)  -  скорость  распространения волн в пьезокерамичес­
к о м  с л о е ) ; напряжения и т и акустическое давление р  - - к  C f  3 .

Применим к  исходным уравнениям ( 1 ) - ( 3 )  и граничным условиям (4 ) ,  (5 )  интег­
ральное преобразование Лапласа по времени. В пространстве изображений общ ие реше­
ния w L, ipL имеют вид

м(, )Л = л  )L (s) i _  е -  , )  + В(А:)/, (s) 1 .  е Z -  -  1 »  ; (6)
s s

1 1
4f (k)L = ( _ 1 )л A ('k ')L(s) __ e ~ s(k ~z ') + B ( k ')L (s) —  e ~ s ẑ ~ ('k -D 1

/  = Rl(s) —  e~sb{z - " + ,). (8)
s

И ндексом L обозначены соответствую щ ие трансформанты; s — параметр преобразова­
ния Лапласа. В формулах (6 ) -  (8 ) учтено, что согласно принятым безразмерным обозна­
чениям h = I и что волна в акустической среде, описываемая потенциалом ^ , распро­
страняется в положительном направлении координаты z.

Подставляя 4 > ^ 7'  в соотнош ении для потенциалов на поверхностях z = 0; 1; ...; п
(4 ) ,  найдем зависимости меж ду C**)L (s), D ^ L (s)  и A W L(s), B ^ )L(s) ,

C<fc)L(s) = -Q l(s) -  A (k)L(s) —  e~s ~. B (k)L (s) — ;
s s

D (k)L(s) = 2QL( s ) - A (k)L(s) _i_ (1 - e ~ s) + B(k)L(s) —  (1 - e ~ s) .  (9)
s s

Неизвестные _4(,c)L(s), B(k)L(s) (  к = 1; 2 ; и ); ML(s), NL(s), RL(s) удовлетво-
ряю т следующей системе уравнений, которая получена в результате подстановки общ их 
решений (6 )  —(8 )  в трансформированные граничные условия (5 )  при z = 0 
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( 1 0 )Л <1)£( х > Г * + 5 (1 )£ (х) = 0, 

п ри z - k  (k = 1; 2 ; n — 1)

^(*+i>£(s) [(i -P ,)e~s + —  (1 - e ~ s)] -B<-k+1)L(s) [ ( 1 - 5 )  + —  (1 -  e*)] -
s s

=  >i(fc)i(s)[(i - ? ) +  —  ( i - О )  - JB<fc>'t'( s ) [ ( i  - $ ) " '  + —  0  -  « * ) ] ;
S 5

^ (fc+1>-L ( s ) e - J + S ('£+1)i'(s ) =  A ik)L( s ) + B (k)L( s ) e  s, (11 )

при z  = n

Л (я )ь (« И (1 - * )+  —  (1 - O l  -2?(n)£(s ) [ ( l  - ? )< T S + — (1 - e ~ s)] -
s s

-  2%Ql ( s)  =  $aML( s ) e - sa% $ a N L(sy,

,4(" )£ (s) + B M L ( s ) e - s = M L (s) e ~ sa' + N l (s)-, (12 )

при z = n + 1

jVb (s) + N ^(s )  e  ~sal =  - b R “ (s);

ML (s) -  NL(s) e ~ sal - 5 R \ s )  (5
fa

Система (1 0 ) — (1 3 ) ,  включающая 2n  + 3 уравнения, для каж дого конкретного см ож ет  
быть решена в явном виде. Однако при таком  подходе даже в случае структур  с  неболь­
ш им числом слоев возникают принципиальные математические трудности в процессе 
строгой инверсии иском ы х величин. Кроме того , с  изменением п процедуру вы вода яв­
ных ф орм ул для A^k)Lt В (* )L (к  = 1 , 2 ,  ..., п), M L, N L, R h необходимо выполнять зано­
во . Изложенный ниже м етод  решения позволяет точно выполнить переход в пространст­
в о  оригиналов и проводить расчеты характеристик переходных процессов при произ­
вольном числе слоев в электроупругом  преобразователе. Введем новую  неизвестную 
функцию

*< ft)X(s) = —
S

£ (fc )i(s)

A ^ l (S)

Тогда, из уравнения (1 0 ) следует, что 

AT( 1 ) i (s) = -  —  е - 5,
S

а из (1 1 ) — рекуррентные зависимости

1 1
J< *+1)£(s) 1 + [

1
-  —  *<*>£ ( s ) e - 24

1 -  £ s s
e ~ s -

2 •
2f<ft)£(s) + X {k)L( s ) e - s -

1
(1 -  2 e ~ s + e - 2 s )  +

2(1 -  5)
(16 )

* 7 ^ 7

e ~ s + 1 -  e ~ 2 s -  - e ~ 2s) X ^ L (s) .
s

После инверсии равенства (1 6 ) значения x ^ ( f )  (к = 2 ; ...;н )  м огут быть найдены с 
учетом выражения X  ̂ 1 \ t )  = - H ( t  — 1 ) (1 5 ) в результате последовательного решения 
следующих интегральных уравнений:
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л' ( к + 1 ) ( 0  + Y ~  f l l - j X < * > ( t - x ) l X < * * t>(x)dx =

= 2 ( 1 - 0  0 ^ ( f -  1) + ( г - 2 ) Я ( ^ - 2 ) ]  + —~ - { / Л ^ * ) ( л г -  \ ) dx  +

+ /  [1 - * < * > ( , - * ) ]  X<k + l \ x -  1 )< * с }я (г  -  1 ) + [ * < * ) ( , _  2 ) -

-  7 7 J -  f f  * k ) (x  -  2 )  d x  -  ~  f X < k > ( t - x ) X « + l X x - 2 ) d x }  H { t - 2 ) .  (17)

Определив значения X {,,)( t )  (м етодом  квадратурных ф орм ул [ 6 ] )  и выполнив об- 
ращение соотнош ений (1 2 ) , (1 3 ) ,  (1 4 ) при к  = п, получим систему уравнений с  запаз­
дывающ ими аргументами относительно Л <"), В<п\ М, N, R :

А (п)( 0 +  ~ ~ г  [ 'fA < n X x ) d x  -  f  B (n)( x ) d x ]  .+ N ( t )  =
1 -  К О о 1 -  £

= т ~ ~ г  6 ( 0  +  (я < л)( / -  1) + — V  [ / л (п)( х -  1 ) Л  -

-  f B (n)( x -  \ ) d x ] }  Я ( /  -  1) -  M ( t  -  a l )H { t  -  al);
1 J 1 ~  ?

Л (,,)( / )  -  Я ( 0  = B (n\ t -  1) Я ( /  -  1) + Л/(г -  а /) Я  ( f  -  д /);
1 f
S  B (nX x ) d x  = f A (n )( x ) X (nX t - x ) d x - ,  (18)
0 0
M (t)  + bR (t )  = - Л Г ( / -  д / ) / / ( / - я / ) ;

M ( t )  + в Л ( / )  = ;V (/ -  * / ) t f ( f  -  л /) . (1 9 )

При ее решении м етодом  квадратурных формул (6| иском ы е величины А^п\ В^п\ N  
определяются из уравнений (1 8 ) ,  а М, R  -  из уравнений (1 9 ) независимо. В начальной 
стадии переходного процесса, когда t  <  m in ( l ; al)  неизвестные М’ Rf входящ ие в правые 
части равенств (1 8 ) ,  равны нулю. Это позволяет, решая совм естно уравнения (1 8 ) ,  на­
ходить значения > !(" ) ( /) ,  B (n\ t ) , N ( t ) .  В более поздние моменты времени (t  > a l )  вычис­
ленная функция N (t  -  al)  используется при определении M ( t )  и R (t )  из уравнений 
(1 9 ) . В св ою  очередь, найденные ранее величины М  и R  со  сдвигом  в аргументах со о т ­
ветственно на а / и на 1, входят в правые части равенств (1 8 ) при /  >  al и / >  1. Такой 
вычислительный алгоритм применим на всем  рассматриваемом произвольном времен­
н ом  интервале.

Располагая значениями A^n\ t), B^n\ t)  и решая последовательно в порядке убы ва­
ния к  ( к - п  — 1; 1) трансформированные с  помощ ью обратного преобразования
Лапласа, уравнения (1 1 ) , получим для каж дого к рекуррентную систему д в ух  уравне­
ний для определения неизвестных A ( k\t) ,  B (k\ t)

'• “ ’ М +  Г Г  [ ; Л (* + , > (х )а х  -  
о

-  В ( к  + 1 ) (О -
%

J B (‘k + 1'>(x)dx  + ! л ( л+1> ( / - 1 ) -
£

6 -  Г  - ч , _ и . _ т  и л ^

-  l ) d x ]  -  f B (k+ ' \ x  -  1 ) d x  -  / А^к \ х  -  1)с£с] + 
1 1
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+ Я(л)( г - 1 ) -  — — ' s e ^ i x - l)tfic 1);
1 - I  i )

A ^X t)  = £ (*+ ,, (f) + И (л+1)( / -  1 ) - B (k\ t -  1)1 H ( t -  1). (20)
Вычислив A^k\ t ) ,  B (k\ t )  (к = 1; 2; N(t), R(t) нетрудно найти различные физи-
ческие характеристики переходного процесса. Так, например, производя инверсию 
функций u^k)Lt wL, pL, получим следующие формулы:

u(k\ t , z )  = f  A(k)[ x - ( k - z ) ] d x H [ t -  ( * - z ) ]  + f  B(k)[x -
k — z z - k  + 1

-  (z -  к + I)) dxH[ r -  (z -  A: + 1)];

w (f ,z )=  /  A f [x -д (л + / - z ) ]  + / - z ) ]  +
a(n+l-z )

+ /  Я[х -  a(z -  и)] dxH[t -  a(z -  л )]; (21)
a (z -n )

p(t, z )  =  -R [t  -  b(z -  n -  I)\ H [t -  b(z -  n -  l ) \ .

Расчеты проводились для четырехслойного (п = 4) преобразователя из пьезокера­
мики марки ЦТБС-3 без накладки и с единичными металлическими накладками из 
стали или алюминия, имеющих равные по тонные массы. Полупространство z >  nh + / 
заполнено водой. Получены графики акустических давлений р и перемещений w, когда 
излучатель имеет накладку, или и̂ 4\  когда накладка отсутствует, в плоскости его 
контакта с жидкостью.

Результаты расчетов, представленные на рис. 1, 2, выполнены при электрическом 
воздействии синусоидальным импульсом конечной длительности {?(/)=  sincof[l -  H(t -  
-  71) ] . В случае стальной и алюминиевой накладок амплитуды акустического давления 
близки между собой и значительно ниже, чем у неподкрепленного накладкой преобра­
зователя. Наибольшие перемещения торца слоистого пакета в точках контакта с жид-

Рис. 1. Акустическое давление р  в плоскости контакта жидкости с пьезовибра­
тором: I -  четырехслойный (п = 4) преобразователь со стальной накладкой 
(/ = 0,18); 2 -  с алюминиевой накладкой (/ = 0,5); 3  -  без накладки (/ = 0 ). Па­
раметры электрического сигнала -  Т = 60; со = 0,4 (основная частота собствен­
ных колебаний четырехслойного пьезокерамического пакета с одним, жестко 
защемленным, и другим, свободным от нагрузок, краями)
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Рис. 2. Перемещения контактирующей с жидкостью плоскости пьезовибратора 
с накладкой -  w или без накладки -  /  -  четырехслойный (и = 4) преобра­
зователь со стальной накладкой (/ = 0,18); 2 - е  алюминиевой накладкой 
(7 = 0.18); 2 -  с алюминиевой накладкой (/ = 0,05); 3 -  без накладки ( /  = 0). Пара­
метры электрического сигнала -  Т=  60; со = 0,4

Рис. 3. Акустическое давление р в плоскости контакта жидкости с пьезовибрато­
ром; 1 -  четырехслойный (п = 4) преобразователь со стальной накладкой 
(/ = 0,18); 2 - е  алюминиевой накладкой (/ = 0,5); 3 -  без накладки (/ = 0). 
Параметры электрического сигнала -  Т = 60; со = 0,4; Г, = 30, а = тт

костью  возникают в случае алюминиевой накладки. Н есколько ниже значения м<4) 
(упругий слой отсутствует) и сущ ественно более низкий уровень w;  когда пьезовибра­
тор имеет стальную накладку. Это продиктовано тем, что при одинаковы х массах алю­
миниевый упругий слой является более податливым и имеет больш ую, чем стальной, 
толщину.

Рисунки 3 и 4  иллюстрируют характер изменения в о  времени р  и w ( u ^ ) ,  когда 
подводим ы й электрический сигнал задается в виде конечной синусоиды с  изменяю­
щейся в м ом ент времени t  = Тх скачком  фазой Q(t)  = sinco7[l -  H(t  ~  Tt )] + 
+ sin (cot + <x ) H ( t  -  T i )  [1 -  H(t  -  T)\. Возникающее при t >  Т г резкое рассогласова-
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Р и с .  4 .  П е р е м е щ е н и я  к о н т а к т и р у ю щ е й  с  ж и д к о с т ь ю  п л о с к о с т и  п ь е з о в и б р а т о р а  
с  н а к л а д к о й  -  w  и л и  б е з  н а к л а д к и  -  м ( 4 ) ;  I  -  ч е т ы р е х с л о й н ы й  (п =  4 )  п р е о б р а з о ­
в а т е л ь  с о  с т а л ь н о й  н а к л а д к о й  ( /  =  0,18); 2 -  с  а л ю м и н и е в о й  н а к л а д к о й  ( /  =  0,05);
3  -  б е з  н а к л а д к и  ( /  =  0 ) .  П а р а м е т р ы  э л е к т р и ч е с к о г о  с и г н а л а  Т  =  6 0 ;  со  =  0 ,4 ;
Т х =  3 0 ;  а  = тт

ние фаз механических и электрических колебаний приводит к  сущ ественному пони­
жению давлений в ж идкости. Амплитуды перемещений излучающей плоскости пре­
образователя при этом  также заметно уменьшаются.

С П И С О К  Л И Т Е Р А Т У Р Ы

1 . К улиса Ю Л , Рахматулин Х .А . П р о д о л ь н ы й  у д а р  п о  п ь е з о к е р а м и ч е с к о м у  с т е р ж н ю  / /  И з в .  А Н  
С С С Р . М е х а н и к а  т в е р д о г о  т е л а .  1 9 7 2 .  №  5 .  С .  1 1 7 - 1 2 2 .

2 .  Касаткин Б .А . И м п у л ь с н ы е  и  п е р е х о д н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  с л о и с т о г о  п ь е з о п р е о б р а з о в а т с л я ,  
н а г р у ж е н н о г о  н а  в о д у  / /  А к у с т .  ж у р н .  1 9 8 1 .  Т .  2 7 .  №  1 . С .  1 5 3 - 1 5 5 .

3 .  Бабаев А .Э ., Л ей ко А .Г ., Савин В .Г . И з л у ч е н и е  з в у к а  ц и л и н д р и ч е с к и м  п ь е з о в и б р а т о р о м ,  э к р а ­
н и р о в а н н ы м  м е т а л л и ч е с к о й  о б о л о ч к о й ,  п р и  н е с т а ц и о н а р н ы х  р е ж и м а х  р а б о т ы  / /  А к у с т .  ж у р н .
1 9 8 8 .  Т .  3 4 .  № 3 .  С .  4 0 8 - 4 1 3 .

4 .  Б аб аев  А .Э ., Савин В .Г ., Стадник А.И. И з л у ч е н и е  з в у к а  с и с т е м о й  п ь е з о к е р а м и ч е с к и х  с ф е р и ч е с ­
к и х  о б о л о ч е к  п р и  э л е к т р и ч е с к о м  и м п у л ь с н о м  в о з б у ж д е н и и  / /  П р и к л .  м е х а н и к а .  1 9 8 8 .  Т .  2 4 .  
№ 1 0 .  С .  3 4 - 4 0 .

5 .  Жаркий О.Ю., Улитко А.Ф. В в е д е н и е  в  м е х а н и к у  н е с т а ц и о н а р н ы х  к о л е б а н и й  и  в о л н .  К и е в :  В и щ а  
ш к о л а ,  1 9 8 9 . 1 8 4  с .

6 .  Верлань А .Ф ., С изиков В.С. М е т о д ы  р е ш е н и я  и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н е н и й  с  п р о г р а м м а м и  д л я  Э В М . 
К и е в :  Н а у к ,  д у м к а ,  1 9 7 8 .  2 9 1  с .

И н с т и т у т  м е х а н и к и  П о с т у п и л а  в  р е д а к ц и ю
А к а д е м и и  н а у к  У С С Р  2 4 .1 1 .8 9

849



А .Е .  B a b a e v , A .G .  L e y  к о ,  V . G .  S a v in

A C O U S T I C  P U L S E  R A D I A T I O N  B Y  T H E  M U L T I L A Y E R  P L A N E

P I E Z O E L E C T R I C  V I B R A T O R

T h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p r o b le m  o f  a c o u s t i c  w a v e  r a d ia t io n  b y  t h e  m u lt i la y e r  p i e z o e l e c t r i c  v ib r a t o r  w h ic h  
i s  e x c i t e d  b y  n o n s t a t io n a r y  s ig n a l is  p r e s e n t e d .  T h e  v ib r a t o r  c o n s is t s  o f  d is t in c t  n u m b e r  o f  s im ila r  p la n e  

la y e r s  w it h  la y e r - t o - la y e r  p o la r i z a t i o n  o f  n e ig h b o u r  o n e s .  T h e  e l e c t r i c  s ig n a l is  s u p p l ie d  t o  e l e c t r o d e s  p la ­

c e d  o n  p la n e  b o u n d a r ie s  o f  v ib r a t o r .  O n e  e d g e  o f  t h e  p i e z o e l e c t r i c  v ib r a t o r  is  f i x e d  a n d  a n o t h e r  h a s  c o n t a c t  
w it h  a n  id e a l  l iq u id  t h r o u g h  t h e  c la s t i c  la y e r .

T h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  l in e a r  t h e o r y  o f  e la s t ic i t y  a n d  a c o u s t i c  a p p r o x im a t i o n  a r e  u s e d  t h e  d e s c r ip t io n  
o f  n o n s t a t io n a r y  p r o c e s s e s  in  th e  s y s t e m . T h e  p r o p o s e d  m e t h o d  a l l o w s  t o  e x a m in e  th e s e  p r o c e s s e s  in  m u l ­

t i la y e r  e l e c t r o e l a s t i c  v ib r a t o r s  w i t h  a r b it r a r y  n u m b e r  o f  e le m e n t s .  It i s  a c h ie v e d  b y  o b t a i n in g  o f  t h e  r c c u -  
r e n t  d e p e n d e n c e  b e t w e e n  u n k n o w n  f u n c t i o n s  c o n t a i n e d  in  t h e  g l o b a l  s o l u t i o n s  f o r  e a c h  la y e r .

T h e  u s in g  o f  t h e  B o r c l  t h e o r e m  m a k e s  it  p o s s ib le  t o  s o lv e  n u m e r ic a l ly  th e  s y s t e m  o f  in te g r a l  e q u a t i o n s  
a n d  t o  e x a m in e  a ll  m a in  c h a r a c t e r is t i c s  o f  t h e  n o n s t a t io n a r y  p r o c e s s e s .  T h e  n u m e r ic a l  s o lu t io n  o f  o b t a in e d  

f o r  t h e  f o u r - l a y e r  v ib r a t o r  i l lu s t r a te s  th e  v a r ia t io n  o f  t h e  a c o u s t i c  p r e s s u r e  a n d  t h e  e la s t ic  la y e r  d is p la c e ­
m e n t  w h i le  t h e  in p u t  e l e c t r i c  s ig n a l i s  s u p p l ie d  a s  o n e — f r e q u e n c y  p u ls e  w i t h  t h e  p h a s e  ju m p .
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