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НЕЛИНЕЙНЫЕ СДВИГОВЫЕ ВОЛНЫ В ЗЕРНИСТОЙ СРЕДЕ

Рассмотрено распространение нелинейных сдвиговых волн в зернистой среде, кото­
рая представляет собой сжатую кубическую упаковку упругих сфер одинакового диа­
метра. Показано, что нелинейный характер сдвиговых волн в такой среде в значитель­
ной степени определяется нелинейными свойствами контакта между сферами. Получены 
уравнения для низкочастотных и высокочастотных возмущений в рассматриваемом 
случае. Показано, что низкочастотные солитоноподобные возмущения описываются 
уравнением Буссинеска.

Распространение упругих волн в зернистых средах традииионно исследуется приме­
нительно к задачам сейсмоакустики, акустики океана, механики ком позитов  и т.д. 
(см . [1] и литер .). К настоящ ему времени в линейном приближении сравнительно 
подробно изучены особенности  распространения продольных и сдвиговы х волн в таких 
средах [ 2 - 4 ] .  Вместе с  тем установлено, что зернистые среды обладают ярко выражен­
ными нелинейно упругими характеристиками (из-за нелинейных свойств контактов 
меж ду зернами [ 1 , 2 ] ) ,  п оэтом у даже при малой амплитуде упругих волн м огут  ока­
заться существенными нелинейные эффекты. Исследование такого рода эф ф ектов было 
проведено в ряде работ [5, 6] ,  причем рассмотрение всегда ограничивалось продоль­
ными волнами. В настоящей работе исследуются нелинейные эффекты  для сдвиговы х 
волн в зернистых средах.

Следуя [2] (см . также [ 4 ] ) ,  рассмотрим распространение сдвиговы х волн в зернис­
той среде, которая представляет собой  кубическую  упаковку упругих сфер. Будем 
предполагать, что вдоль каждой из осей упаковки  X ,  Y , Z  действует постоянная сдав­
ливающая сила Р  (см . р и сун ок ). П од действием этой силы сферы деф ормируются так, 
что расстояние меж ду их центрами становится равным а = 2 R - 8 0 , г д е /?  -  невозм у­
щенный радиус сферы.

Рассмотрим распространение сдвиговы х волн в такой среде. Пусть сдвиговая волна 
распространяется вдоль одной из осей упаковки (обозначим ее осью  Z  и будем  считать, 
что она направлена вертикально). Ограничимся смещениями (поляризацией), которы е 
лежат в плоскости X Z . Я сно, что параметры волны в этом  случае не будут зависеть от 
горизонтальной координаты.

В горизонтальных слоях сфер (— ©о <  п <  + °°, см . рис.) сдвижение каждой сферы 
мож но охарактеризовать величиной смещения vn центра масс вдоль оси  X  и углом  по­
ворота вок р уг  собственной оси . Тогда относительные поперечные смещения поверх­
ностей сфер на контактах определятся из следующ их кинематических соотнош ений:

0 )

e<4) = 4 3 ) = 2 ^ a / 2 .
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p tt
Модель зернистой среды. vn -  смещение центра масс сферы 
из слоя п вдоль оси Х У <рп -  ее угол поворота. /  = 1, 2, 3, 4 -  
контакты с другими сферами

(/)где е п -  поперечное смещение поверхности феры в л-м слое на ;-м  контакте ( / =  1 , 2 ,
3 , 4 ) , a F (€ n ^ )  — силы, действующие в точках контактов (см . р и с .) . .

Уравнения движения сфер в п -м  слое представляют собой  систему из уравнения 
м ом ентов и уравнения сил:

получено из результатов работы [7 ]. В этой работе исследовалась зависимость касатель­
ной силы, действующей на контакте двух  сдавливаемых сфер, от  величины деформации. 
В результате бы ло получено следующее выражение:

где Р  — сдавливающая сила (действующ ая вдоль линии центров сф е р ), F  — тангенциаль­
ная сила, действующая в перпендикулярном направлении, е -  относительное смещение 
сфер в  этом  направлении, /  -  коэффициент трения, г = \/Ш~0/2 -  радиус к ругового  
контакта, д  и v — модуль сдвига и коэффициент Пуассона материала, соответственно. 
Сохраняя в  (3 ) только первые два члена разложения по параметру 0  = ецг/fP <4 1 (слу­
чай малых деф ормаций), приходим к  выражению:

W  у х = 4 д г /(2  -  *>), 72 = 8 ( д г ) 2/ 3 / Р ( 2 -  v )2 .
Появление знака модуля в правой части (4 )  связано с тем , что сила F  должна быть 

нечетной функцией смещения е. Отметим, что линейная часть силы F  не зависит от  
коэффициента трения / .

t i n  -  j  ( F ( 4 I } )  -  Г (еп  } )  -  2F (e<3)) ) > 

miin = F (e < , ) ) + F ( ef )) .

(2)

Для случая квазистатических деформаций выражение для сил F (e j f* )  мож ет быть

F = y 1e - y 2e \ e  |, ( 4 )
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С учетом зависимостей (4 ) и (1 ) уравнения (2 ) приобретают следующий вид:

а О ) ,  (О
M > - 7 i { « n  + i - ул - 1  -  —■ (v»n+i + V>n- 1  + 6^ „ )  = -7 г 1 е и  len I -

Я

-  е (2 ) ;  (2)
л •л — (3 ), (3)

п I,
а

+ i + » n - i  - 2 и и -  - ( ^  + i - ^ _ i )
Л , (1 ) .  О ) ,  Г2), ( 2 ) , .

- 7 2 ! ^  1ел 1 + еи |ей 1Ь

где е „  — смещения на контактах, определяемые уравнениями (1 ) .  Для длинноволно­
вы х возмущений (L а , где L — характерный пространственный масш таб возм ущ е­
ния) дальнейшее преобразование системы мож ет быть осущ ествлено с помощ ью обыч­
ной замены:

э
± а ----

'Рп =  <Рп ± 1 =  е Sz V>(z), u„ = u(z), vn ± 1

с  последующ им сохранением главных членов по параметру ajL <  1. В результате полу­
чается система нелинейных уравнений:

1 2 1 0соли, -  -
2

а
'Ptt + w oР + 5 c 2ripzz -  -  w 20vz -  c 2, v zzz = - 7 2  ~Г7  { e (1 >(z) \ e (1 >(z) | -

2 /

-  e ( 2 ) (z ) I e (2 ) (z )  I -  2 e (3) (z )  | e (3) (z ) i b (5)

о »  ~  2 c j v
a*

z z f vzzzz  6
+  2c,V * + c?  —  y ? „z = - 7 2  —  ) e ( 1 ) (z )  1 e (1 >(z) | +

3 m

+ e<2> ( z ) | e ^ '( z ) l b( 2 ) , (6)
где U q = 20yi/m ,C f  = 7 ,<r2/ 2m , а выражения e v> имеют вид

a2

>2 _ (/)

60 )  = + —  uzz - ( 2 v + a < p z )a/2,

vzz + ( 2 i p - a y z )al2,

e (3) =

Рассмотрим вначале линеаризованную (т.е. без членов в правых частях уравнений) 
систем у. Стандартным сп особом  [8] мож но показать, что эта система описывает два 
типа волновы х процессов. Первый из них — низкочастотный (со со0) — характери­
зуется законом  дисперсии ’ ’акустического”  типа: со2 = c 2t k 2{  1 + (к а )2160). Второй -  
высокочастотный -  ’ ’оптического”  типа: со2 = c o l - 4 с 2к2 . Другими словами, низко­
частотные колебания в рассматриваемой модели зернистой среды представляют собой  
сдвиговы е волны, которы е описываются уравнением

я2
Ott-c jvzz + C2t  —  vzzzz = 0.

Существенно, что скорость распространения этих волн c t всегда меньше скорости  
продольных волн, так как при возм ож ны х значениях коэффициента Пуассона (0  <  v <  
<  0 ,5 ) с 2/с2 = (2 —^ )( 1 + v)j(  1 -  v2) >  1 (выражение для с { взято из [ 2 ] ) .  Движение сфер 
в низкочастотных сдвиговы х волнах сводится в осн овн ом  к поперечному отклонению 
от  направления распространения и небольш ому п овороту  вокруг собственной оси .

Напротив, высокочастотные колебания (описываемые уравнением $ tt + с + 
+ 4c r^zz = 0)  соответствую т вращательным колебаниям сфер вокруг собственной оси 
с частотой, близкой к со0 и малым поперечным отклонениям.
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Очевидно, что тем же сп особом  мож ет быть исследовано распространение волн с 
другой поляризацией (т.е. волн, движение к отор ы х  происходит в плоскости Y Z ) .  В более 
общ ем  случае (но в рамках линейного описания), мож но рассмотреть сдвиговую  волну, 
которая будет суперпозицией волн с этими типами поляризаций (например, волну с 
элиптической поляризацией),

Полная система (5 ) ,  (6 ) (с учетом нелинейных членов) позволяет описать разные 
нелинейные взаимодействия с  участием вы сокочастотны х и низкочастотных волн (не­
линейное затухание, параметрические взаимодействия, распространение солито- 
нов и т .д .) . П одробный анализ этих процессов представляет самостоятельный интерес и 
вы ходит за рамки настоящей работы . Здесь мы  ограничимся только анализом низко­
частотных солитоноподобны х возмущ ений. Б удем  также считать, что возмущ ения 
имеют однополярный характер (т.е. функция vz знакопостоянна).

В этом  случае мож но перейти от  системы к одн ом у нелинейному уравнению:

vtt -  c t vt^zz + c2r Vzzzz
1 a a a

—  (v* + ~ vz z ) \ V z +  - V zz  | ~ ( V Z -  -1>ZZ)X
2a 2 2 2

a
v* ~ ~

где 5 = 7 2а3 /2т. Далее, для длинноволновых возмущ ений как правило выполняется 
условие | vz | >  \avzz/2 [, а при таком  соотнош ении м ож но считать, что знак модуля в 
правой части (7 ) определяется знаком  vz . Тогда для однополярны х возмущ ений (7 ) 
преобразуется в известное уравнение Буссинеска [8 ] :

V t t -  CtVzz + С2,
а'

60
vZ Z Z Z

- 8 v z vz z ,

$VZVzz,

V2 > 0 ,

vz <  0.
(8)

Для определенности вы берем  в уравнении (8 ) vz >  0 (другой случай отвечает просто 
изменению направления оси  X  на противополож ное). Стационарные решения уравнения
(8 ) имеют вид уединенных волн (сол и тон ов ):

vQ
v = v0 th [(z -  F r)/A ], или vz ~  —  ch 2 [ ( z - F r ) /A ] ,

A

где i>o, A , V  — соответственно амплитуда, ширина и скорость солитона, связанные соот­
ношениями: 8v0 = 3 А ( с ?  -  V 2), А 2/а2 = c f/ \5 (c2 -  V 2 ).

Решение (9 ) описывает стационарные нелинейные сдвиговы е волны (солитоны ) в 
данной модели зернистой среды. Оно имеет вид сглаженной ступени: у (+ °°) — и (—°°) = 
= 2v0 (ударная волна поперечных см ещ ений). Следует отметить, что скорость  распрост­
ранения такого  солитона V  всегда меньше скорости  сдвиговы х волн с х.

Условие квазистатичности, к отор ое  необходим о для использования ф орм улы  (3 ) ,  
состоит в том , что характерный период колебаний сфер сущ ественно больше времени 
распространения упругих волн в  сф ере. Л егко показать, что для частот со <  со0 это ус­
ловие соответствует неравенству с 0 ^  с Т, где с 0 — скорость  распространения попереч­
ных волн в материале сф ер. Учитывая выражения для с 0 [9] и c t  через параметры ма­
териала, получим, что условие квазистатичности выражается неравенством R/r ^  1 (г — 
радиус контакта д в ух  с ф е р ), что реально выполнено всегда.

Полученные выш е результаты для низкочастотных волн мож но распространить и 
на случай, когда пространство между сферами заполнено ж идкостью  (ф л ю и дом ). 
Действительно, для низкочастотных поперечных колебаний применима теория Гассма- 
на [2 ] ,  согласно которой  влияние флюида сводится только к  соответствую щ ей пере­
н орм ировке плотности материала. В нашем случае это достигается заменой m  в систе­
ме (2 ) и далее на т ( 1  +  Ф /(1 — Ф) p s ) , где P f  и p s — плотности флюида и сфер, Ф —
пористость, которая для случая кубической упаковки  равна 1 — тг/6 [2 ].
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M O N L I N E A R  S H E A R  W A V E S  IN  A  G R A N U L A R  M E D I U M

E la s t ic  w a v e s  p r o p a g a t io n  a n d  in t e r a c t i o n  in  a g r a n u la r  m e d iu m  w it h  r e g a r d  f o r  i t s  n o n l in e a r  p r o p e r t ie s  
a re  c o n s id e r e d .  A  g r a n u la r  m e d iu m  r e p r e s e n t s  a  c u b i c  p a c k in g  o f  e la s t ic  s p h e re s  u n i f o r m ly  c o m p r e s s e d  a lo n g  
s y m m e t r y  a x e s . I t  is  s h o w n  t h a t  n o n l in e a r  f e a t u r e s  in  t h e  c o n s id e r e d  m o d e l  o f  a  g r a n u la r  m e d iu m  re s u lt  
f r o m  n o n lin e a r  p r o p e r t ie s  o f  in t e r -s p h e r e  c o n t a c t s  ( t h e  s o  c a l le d  H e r t z  n o n l in e a r it y ) .

T h e  p r o p a g a t io n  o f  sh e a r  w a v e s  in  t h e  c o n s id e r e d  c a s e  is  a n a ly z e d  in d e t a i l .  I t  is  f o u n d  o u t  t h a t  t h e  sy s ­
t e m  o f  sh e a r  w a v e s  in t h e  l in e a r  a p p r o x im a t i o n  p r e s u m e s  t h e  e x is t e n c e  o f  t h e  o s c i l l a t i o n  m o t i o n  o f  t w o  
t y p e s :  h ig h - f r e q u e n c y  o s c i l la t io n s  ( w h ic h  c o r r e s p o n d  m a in ly  t o  t h e  s p h e r e s  r o t a t i o n  a r o u n d  t h e ir  o w n  a x e s )  
a n d  l o w - f r e q u e n c y  o s c i l la t io n s  (w 'h ic h  c o r r e s p o n d  t o  a  tr a n s v e rs a l d e f l e c t i o n  o f  t h e  s p h e r e s  f r o m  t h e  w a v e  
p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n ) .  T a k in g  in t o  a c c o u n t  t h e  n o n l in e a r  t e r m s , t h e  o b t a i n e d  s y s te m  d e s c r ib e s  d i f f e r e n t  
n o n l in e a r  in t e r a c t io n s  o f  lo w '-  a n d  h ig h - f r e q u e n c y  w a v e s  ( t h e  n o n l in e a r  a t t e n u a t io n ,  p a r a m e t r ic  in t e r a c t io n ,  
s o l i t o n s  p r o p a g a t io n ,  e t c . ) .

T h e  e q u a t io n s  f o r  t h e  l o w - f r e q u e n c y  sh e a r  w a v e s  in  t h e  n o n l in e a r  a p p r o x im a t i o n  c a n  b e  r e d u c e d  t o  t h e  
B o u s s in e s q u e  e q u a t io n  w h i c h  a l lo w s  s o l i t o n  s o lu t io n s  in  a  f o r m  o f  a n  " o v e r - fa l l* '.

T l ie  o b t a i n e d  r e s u lt s  a r e  g e n e r a l iz e d  f o r  t h e  c a s e  o f  a  f lu id - f i l l e d  g r a n u la r  m e d iu m .


