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РЕШЕНИЕ ДВУМЕРНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ АКУСТИЧЕСКОГО РАССЕЯНИЯ 
НА ОСНОВЕ ФУНКЦИОНАЛЬНО-АНАЛИТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ

В  с т а т ь е  о б с у ж д а е т с я  а л г о р и т м  в о с с т а н о в л е н и я  д в у м е р н ы х  н е о д н о р о д н о с т е й  на 
о с н о в е  з н а н и я  а м п л и т у д ы  р а с с е я н и я  с к а л я р н о й  м о н о х р о м а т и ч е с к о й  п л о с к о й  в о л н ы .  
Р а с с м а т р и в а е м ы й  а л г о р и т м  б а з и р у е т с я  н а  п р и м е н е н и и  ф у н к ц и о н а л ь н о -а н а л и т и ч е с к и х  
м е т о д о в  к  р е ш е н и ю  о б р а т н ы х  з а д а ч  а к у с т и ч е с к о г о  р а с с е я н и я  и  п р е д о с т а в л я е т  в е с ь м а  
с у щ е с т в е н н у ю  э к о н о м и ю  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  з а т р а т  п р и  о р г а н и з а ц и и  п р о ц е с с а  ч и с л е н н о й  
р е к о н с т р у к ц и и  р а с с е и в а т е л я .  А л г о р и т м  п р е д п о л а г а е т  в о с с т а н о в л е н и е  р а с с е и в а т е л е й  
с р е д н е й  с и л ы ,  д л я  к о т о р ы х  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  р а с с е я н и е м  н а з а д , ч т о  в  с в о ю  о ч е р е д ь  
п р и в о д и т  к  о г р а н и ч е н и я м  н а  п р о с т р а н с т в е н н ы й  с п е к т р  р а с с е и в а т е л я ,  з а в и с я щ и м  о т  
с и л ы  р а с с е и в а ю щ е й  н е о д н о р о д н о с т и .  П о п ы т к а  ж е  в о с с т а н о в л е н и я  к а к  с и л ь н ы х  н е о д н о ­
р о д н о с т е й ,  т а к  и  н е о д н о р о д н о с т е й  с р е д н е й  с и л ы ,  н о  ш и р о к о п о л о с н ы х  п о  с п е к т р у ,  п р и ­
в о д и т  к  я в н о  в ы р а ж е н н о й  н е у с т о й ч и в о с т и  з а д а ч и , ч т о  н е  я в л я е т с я  с в о й с т в о м  л и ш ь  р а с ­
с м а т р и в а е м о г о  а л г о р и т м а ,  а п р и с у щ е  с а м о й  о б р а т н о й  з а д а ч е  и с с л е д у е м о г о  т и п а .

Функционально-аналитические методы решения обратных задач рассеяния, как в 
квантово-механической постановке, так и в классическом волновом варианте, при­
обретают в настоящее время все большее значение. Актуальность проблемы связана 
с тем, что функциональный подход к обратным векторным и скалярным задачам явля­
ется, в целом, наиболее общей и информативной теорией. В связи с этим данная статья 
преследует несколько целей. Зо-первых, привлечь внимание физиков-акустиков к'ал- 
горитмам восстановления рассеивающей неоднородности, полученным в последние 
годы при исследовании многомерных задач рассеяния. Так, в работах [1, 2] изложены 
основные идеи, позволяющие разработать алгоритмы численной реконструкции дву­
мерных рассеивателей при монохроматическом режиме зондирования. Во-вторых, 
осмыслить суть этих алгоритмов с физической точки зрения и оценить тем самым об­
ласть их применимости для обратных задач волнового рассеяния. И, в-третьих, провести 
исследование возможности практической реализации алгоритмов для прикладных об­
ратных задач акустического рассеяния — так называемой акустической томографии.

Практически вся имеющаяся на сегодняшний день литература, посвященная рас­
смотрению обратной задачи рассеяния на основе функционально-аналитических мето­
дов, имеет четко выраженную математическую направленность и профессиональную 
специфику, поэтому она не всегда попадает в поле зрения читателей с несколько иным 
профилем интересов. Учитывая это обстоятельство, не будет, вероятно, излишним 
изложить основные понятия, идеи, обозначения и общие уравнения, являющиеся базой 
для алгоритма восстановления неоднородности, который будет анализироваться далее.

Исходным для обратной задачи рассеяния скалярных волн является уравнение
Аф + к20 ф =  ь ( х ) ф ,  (1 )

где ф ( х у к )  — акустическое поле, к  — волновой вектор зондирующего монохромати­
ческого поля плоских волн ехр(/кх) частоты со0 в свободном пространстве, к 2  = 
= к I > 0 , и(х) — действительная функция, достаточно быстро убывающая на беско­
нечности или имеющая финитный носитель, характеризующая в акустике неоднород­
ности скорости распространения волн,

u(x) = <oJ(l/cl -  1 /с2(х )) ;
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с0 и с ( х )  — скорости  волны в ф оновой среде, и в среде, содержащей рассеиватель. 
Уравнение (1 )  справедливо в о  всем  пространстве вне источников падающего поля. 
Во многих томографических схемах функция у (х )  реконструируется на осн ове из­
меренной в эксперименте амплитуды рассеяния / ( k ,  1) поля, создаваемого данной 
неоднородностью ; 1 -  волновой вектор  в свободн ом  пространстве, соответствующ ий 
рассеянной волне. Затухание волн в среде учитываться не будет, п оэтом у к и 1 счита­
ются действительными волновы ми векторам и: k Е  jR", 1 G Ift” , к2 = I2 = к о , п -  раз­
мерность пространства. Однако при проведении математических вы кладок часто бывает 
удобно формально распространить волновы е векторы  на область ком плексны х значе­
ний, считая, что к = кЛ + /к / ,  1 = 1* + /1 /, где kRi к7, \Rl  17 Е  Ш ".П ри этом  переход от 
действительных значений к и I к  ком плексны м  требуется осущ ествить таким образом , 
чтобы не происходило ухода с  А:2 -поверхности в пространстве волновы х векторов , 
т.е. должны соблюдаться условия:

k2 = I2 = k l ,  Ik *  | = | l* l ,  I к / I = 11/ Г; к , 1G С ". (2 )

С физической точки зрения наличие ком плексной часта у  волновы х векторов  можно 
интерпретировать как фиктивные возбуждения и прием неоднородны х волн, посколь­
к у  при k Е  с "  падающее поле имеет вид

exp(zkx) = e x p (ikR х -  к7х ) ,

причем к /  1  кй , поскол ьку для удовлетворения требований (2 )  вектор  k j  должен 
быть перпендикулярен вектору kRi а 17 перпендикулярен 1*. В двум ерном  случае су­
щ ествуют только две возмож ны е ориентации вектора  к7 (к 7 = к /  , к7 = к / )  относи­
тельно фиксированного вектора kR (см . р и су н ок ), при этом  k7 = kR — k l .  Более того .

В з а и м н а я  о р и е н т а ц и я  д в у м е р н ы х  в о л н о в ы х  в е к т о р о в

для двумерны х рассеивателей, о  к отор ы х  и будет идти речь в данной статье, принципиа­
лен тот факт, что вектор  х  Е R 2 в пространстве координат и векторы  k, 1 Е  с "  имеют 
именно две компоненты , что позволяет перейти о т  переменных

х  = | x l t x 2 j ,  k =  I к х = k lR + ik1Iy k 2 = k 2R + /Аг27|,

1= 11\ -  1\r + h  = h r + M211
к  новы м  ком плексны м  переменным 

z = x l + ix2, z = x l -  ix2 ,
ki  + ik2

Тем  сам ы м  устанавливается взаимооднозначное соответствие между вектором  х  и 
точкой z  на ком плексной плоскости , а также между век тор ом  к (аналогично 1) и 
точкой X (аналогично X*) на комплексной плоскости. В частности, величина | X | м оно­
тонно зависит от  величины | к7 |:

(>Ао + ^  + I к, |).

414



Верхний знак в (4 )  относится к  случаю к7 = к/ ; при этом  с  р остом  | к/ | от 0 до °° 
величина | А | м онотонно уменьшается о т  1 д о  0. Нижний знак в (4 )  относится к слу­
чаю к7 = к / ;  с  р остом  | k j  | о т  0  до 00 величина |А| м онотонно увеличивается от 
1 до °°. П оэтом у на ком плексной плоскости А при изменении модуля и направления 
k^ (следовательно, и к7) становятся достиж имыми все те точки А, которы е лежат 
внутри окруж ности единичного радиуса (| А | <  1 ) ,  если к7 = к /, все точки А, лежа­
щие вне этой окруж ности (| А | >  1 ) ,  если к7 = к/.

Следующий этап связан с переходом  от  решений ф = и ± ( х ,  к ) ,  у равнения ( 1 ) ,  рас­
сматриваемого для действительных к Е  [R2 , к  решениям ф = i//(x , к ) этого уравнения 
при к G а ;2 . Функции и ± (х , к ) удовлетворяю т уравнению Липпмана-Швингера

м ^ х ,  к) = e ikx + /  G ?  (х  -  у , к )ц (у )^ ±( у ,  k ) d y y к  Е р 2 , (5 )
У £ Р 3

(G i  — классические функции Грина, соответствую щ ие волнам с  опережающим и за­
паздывающим потенциалом) и связаны между собой  посредством  амплитуды рассея­
ния / ( k , I )  (k ,lE | R 2) следующ им соотнош ением [3 ,4 ] :

ы+(х ,к )  = м -(х ,к )  — 2 7г/ /  / ( к ,  1)5(к2 -  12 )ы~(х, 1)</1. (6 )

По аналогии функция ф ( х у к ) ,  к Е (Г2 удовлетворяет уравнению типа ( 5 ) ,  которое  
удобнее записать для функции д (х , к) = е х р (- /к х )\ //(х , к):

д (х , к ) = 1 + /  G (x  -  у , к )д (у , к )у (у )с /у , к Е (1 2 . (7 )
У ^ Р 2

Здесь

С(х,к) = -
1 /*х

/(2 п у  £ е  R 2 £2 + 2к£
к = к / ? + / к / ,

- функция Грина, введенная Л.Д. Фаддеевым; в частности,

k RG ° ( x , k  = kK) = e 'kK x lim G (x ,k  = k^ t i e  — 11~7 ), 
e -* +o | kR

однако далее выражение (8 )  будет применяться для рассматриваемого случая к /  1 кл . 
Надо также отметить, что функция д ( х ,  к) является решением уравнения

A » + 2 i ( k t V u )  = v ( x ) n ,  (9 )

а не уравнения ( 1 ) ,  причем д (х ,  к) -* 1 при | х  | -*«>. С ее пом ощ ью  вводится  функция 
h (k , 1 ) ,  обобщ аю щ ая амплитуду рассеяния / ( к ,  1 )  на случай к, 1 Е (В 2 :

й(к ,Г ) =  й (к ,1 д )=  - 3 —  /  ех р [/(к л  -  1 д )х ] / i (x ,k )v (x )d x ,  (1 0 )
(2тт) х е  к 2

/ ( к  = кл , 1 = 1 я ) =  lim к (  к  = kR +  i e  - р Ц -  , 1* ) .
е-*+о  I кд |

Важным частным случаем функции Л(k , 1) является функция /Z j(k ) = h (k , I = - k )  
(черта над век тор ом  к  означает ком плексное сопряж ение), которая, в виду аналогии 
между Л(k,  1) (к, I Е (Г2)  и / ( к ,  1) (к , 1 Е  R 2) ,  ответственна за поле неоднородных 
волн, рассеянное назад, п одобно том у, как  амплитуда рассеяния / ( к ,  - к )  (к  EJR2) 
определяет в дальней зоне рассеянное назад поле в случае облучения неоднородности 
плоской монохроматической волной. Обсуждаемый далее алгоритм восстановления 
двумерны х рассеивателей базируется на требовании

Ai ( k) s0  Vk, ( П)

к отор ое , в силу физического смысла функции /гх ( к ) , означает, что рассматривается 
класс рассеивателей ц ( х ) ,  не создающ их рассеянного назад поля неоднородны х волн
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ни для одн ого ракурса облучения. Выполнение этого требования носит приближенный 
характер и накладывает ограничения на скорость  спадания пространственного спектра 
функции и (х ), зависящие о т  силы рассеивателя. Действительно, подставляя в (10 ) 
функцию д ( х ,  к ) ,  записанную на основе (7 )  через ряд Борна-Неймана по степеням
функции рассеивателя, мож но получить, что тож дество (11 )  будет выполнено для 
т - т о  порядка ряда Борна-Неймана (ном ер m  = 1 соответствует приближению Б орна), 
если фурье-образ ? ( £ )  (£ £|R2) функции у (х )  финитен, причем

2*о
? « )  =  0 , |*| >  -------- . (1 2 )

m

Условие (1 2 ) обеспечивает также отсутствие рассеяния назад и в классическом  слу­
чае k  е  (R 2 . Однако говорить о б  обращении в нуль ф у н к ц и й /(к , - к )  и * (к ,  - к )  право­
м ерна лишь при учете конечного числа гп членов разложения для д ( х ,  к ) ,  когда соот ­
ношение (1 2 ) мож ет быть удовлетворено. При абсолю тно же строгом  рассмотрении 
m  -* ° ° ,  и п оэтом у  условие (1 2 ) не может быть точно выполнено для спектра ни одного 
рассеивателя.

П ереходя непосредственно к  обсуж дению двумерной обратной акустической зада­
чи рассеяния, надо отметить, что в  работах [1, 2, 5] изложены основны е идеи, позволя­
ющие построить алгоритм численной реконструкции рассеивающей двумерной неодно­
родности на осн ове монохроматических данных о  рассеянном поле. В этой же статье 
предпринимается попы тка физического осмысления результатов, приводимы х в указан­
ной литературе, и ставится в оп р ос  о  границах применимости предлагаемого алгоритма 
в обратны х задачах акустической томографии.

Как уже упоминалось, двумерность рассеивателя позволяет перейти от  переменных 
x € [ R 2 , k ,  1 G (Е2 к  новы м  переменным z , z\ X, X; Х ', Х; в  С 1 в соответствии с  пра­
вилом  ( 3 ) .  Такой переход достаточно целесообразен, п оскол ьку  становится возм ож ­
ным применять некоторы е результаты из теории функций ком плексны х переменных. 
В н овы х переменных падающая волна принимает вид  e x p (z k x )  = exp [ /* 0(Х  z + z /X )  /2 ] ,
функция рассеивателя и (х ) =  u ( z ,  z ) ,  волновы е функции ф(х,  k )  =  z , X, X ) 
и д ( х ,  к )  =  e x p [ - / * 0 (X z  +  z / X ) /2 ]  ф(г9 z ,  X, X ) ,  амплитуда рассеяния / ( к ,  1 )  =  

= / ( Х ,  X ') ( к ,  1 G [R 2 , следовательно, | X | = | X' | = 1) и функция, ответственная за рас­
сеяние неоднородны х волн назад, hx ( к )  =  /г д (X , X )  ( к  €  С 2 ,  следовательно, X Е  (Е1 ) .  

Функции i//(z , z ,  X, X ) непрерывны по параметру X при | X | Ф 1, т.е. не на единичной 
окруж ности £ = } Х : | Х | = 1 } , н а  самой же S эти функции испытывают скачок. Сущ ест­
вую т предельные значения \p± ( z ,  z ,  X ) = ф ( г 9 z ,  Х(1 + 0 ) ) ,  |Х| = 1 (аналогично 
д ± ( г ,  z , X) = p ( z ,  z ,  Х(1 + 0 ) ) ,  | X 1 = 1 ) ,  которы е связаны между собой  р -соотно­
шением, классическим прообразом  к отор ого  является уравнение (6 )  :

ФЧ*> Z, Ь) -  г. х )  = J  р (Х ,  z, |, | X | = 1. (1 3 )
1Л. I = 1

Теперь мож но кратко изложить основны е моменты построения алгоритма реконст­
рукции двум ерного рассеивателя и ( z ,  z ) .  Во-первых, из уравнения ( 7 ) ,  записанного 
в  переменных ( 3 ) ,  следует, что при X 00

_  Pi (z, z )  1
p ( z , z , X , X ) = l  + -  \  и- o ( -  ) ,

‘X X

где P j ( z ,  z )  -  функция, не зависящая от  X. Тогда из уравнения ( 9 ) ,  также переписан­
ного в  н овы х переменных и рассмотренного для предельных значений X вытекает 
связь [1 ,5 ]

v(z, z )  = 2 ik0 —  Д !(z, z ) .
dz

(14 )

В о-вторы х, функция p ( z ,  z ,  X, X )  однозначным обр азом  связана с  величиной своего
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скачка

K (z ,  z, X) = p +(z, z, X) -  ix ~(z, z, X), | X | =  1,

на единичной окруж ности S ф ормулой [6]

1 К {г ,  z, X ')

(15)

M(z, z , X, X )  = 1 +
2ni |A.'I -  i X ' - X

X G C 1, | X | * 1 , (16)

справедливой в случае соблюдения условия ( 1 1 ) ,  к отор ое  в переменных X и X имеет вид

* i ( X ,  X ) s 0  v x e a : 1 . (1 7 )
Следовательно, для неоднородности, не создающей рассеяния назад,

1
Mi ( * , * )  = - —  /  (18)

2тп ixf | - 1

В-третьих, уравнение для t f ( z ,  z ,  X ) ,  | X | = 1, получается из (1 3 ) при учете определе­
ния (15 )  и соотнош ения ( 1 6 ) ,  примененного для случая | X | -* 1 + 0 .  При этом  само 
ядро р ( Х ,  X ) ,  | X | = | X' | = 1 ,  связано с измеряемой в эксперименте амплитудой рас- 
с е я н и я /(Х Д ')  уравнениями ( 1 9 ) - ( 2 1 )  , приведенными ниже.

Итак, реконструкция рассеивателя i>(z, z )  по известной функции / ( X ,  Xf) ,
I X | = | Х |  =  1, при выполнении требования (17 )  осущ ествляется на осн ове следую­
щей последовательности уравнений [2 , 5 ] ,  где все функции, зависящие от  параметров 
типа X, определяются при | X | = 1, т.е. при к 7 = 0, к  = kR . Из / ( X ,  X' )  находятся две 
функции / г ( Х ,  Х;) ,  являющиеся предельными значениями функции (10)  при к7 = 
= к /  - * 0 и п р и  к 7 =  к 7~ - *  0  соответственно [4]

/г(Х,Х ')-тг/  J  А*(Х,Х")в[± - Д  ~  ) ] / ( Х "Д ')1 Л "|  = /(Х ,Х ') ,  (19)
I*- 155 1 / X  X

где 0 ( f )  -  функция Хевисайда. П о найденным значениям / г ( Х ,  X ')  строится либо ф унк­
ц и я /,  (X , X '.), либо функция / 2 (X , X1)

, 1 X' X 1 X' X
/ , ( Х , Х ) = в [ -  -  (—  -  — ) ]А +( Х , Х ' ) - 0 [ Т  ( —  - —  )]А-(Х, X'),

i X X I X X

, 1 X' X , 1 X' X (2 0 )/ а ( Х ,А ') « в [ -  -  (—  - “ Г ) ] А ”(X, X ) — б [ — ( —  ) ] А +(Х,Х').
I А А I А Х

Решая лю бое из интегральных уравнений ( 2 1 ) ,  подобны х уравнениям ( 1 9 ) ,  вычисляет­
ся ядро р ( Х ,  X ' )  для р-соотнош ения (13)

1 А"
р (X, Х')+ л/ /  р(Х, X") в I -  (  —  -  —  ) ] / ,  (X", X') | (ix" I = -7Г//, (X, X'), (21)

1'  1 I А|\"1 = 1

р(Х, Х ') + тгI /  р (Х , X " ) в  [ -  т  ( - ^  -  “ Г )  ] Л ( Х " ,  V )  | с/Х" | = —т п /2 (Х, X ' ) . 

Уравнение для K(z ,  z, X) базируется на р-соотнош ении (13)

К{г, г, X) = J  р(Х, X') ехр [ / —  ((X' -  X) Т +
I л. | — 1 2

+ ( Ц . _ 1 ) ж ) ] ( 1  + _ 1 _  ;
X' X 2 л /  i f  | = 1 £ — X (1 + 0)

В этом  уравнении интеграл

d t ) \ d \ ' \ . (22)

1
'  = —  /

* ( * .  z, О  1
а ?  =2 л /  if| = i $ — Х'(1 + 0) /

A '(z, z, X)

2 л /  ix i = i  X — Х'(1 + 0)
с1Х,
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рассматриваемый в ’ ’частотном”  (п о  X ') представлении, означает отсечение половины 
спектра функции K { z ,  z ,  X ) и сводится к  вычислению бы строго преобразования Фурье 
(БП Ф ) от K ( z ,  z ,  X) при фиксированных z  и z .  П оэтом у  в дискретном  варианте урав­
нение (2 2 ) сводится к  системе неоднородны х линейных уравнений, реш аемых для 
каждой фиксированной пары значений (z ,  г  ) .

Уравнения (1 4 ) и (1 8 ) позволяю т вычислить u ( z ,  F )  по уже известной функции 
K (z ,  z, X ) :

v(z,  z )  = ------ — —  f  K ( z , z, \ )d \ . (2 3 )
Я OZ \X|= 1

А лгоритм  ( 1 9 ) - ( 2 3 )  обладает двум я главными особенностям и. Первая особенность 
связана с  тем , что несмотря на т о , что в общ ем  случае при учете перерассеяний обратная 
задача рассеяния акустических волн является нелинейной относительно восстанавливае­
мой функции рассеивателя в силу нелинейности ряда Борна-Неймана (за исключением 
приближения Борна -  приближения однократного рассеяния в о л н ы ), рассматриваемый 
алгоритм позволяет учитывать м ногократное рассеяние волны  в рамках решения урав­
нений, линейных по рассеивателю. В сам ом  деле, интегральные члены в  (19)  и (2 1 ) 
и член /  в  (2 2 ) обеспечивают учет перерассеяний падающего м онохром атического поля 
плоской  волны  на неоднородности v ( z ,  z ) ,  за счет чего уравнения ( 1 9 ) - ( 2 2 )  нелиней­
ны, в общ ем  случае, относительно данных рассеяния / ( X ,  X ' ) .  В то же врем я, уравне­
ние (2 3 ) имеет один и тот же вид  вне зависимости о т  числа учитываемых перерассея­
ний. Но с  другой стороны , используя представление (1 5 ) через д 1 и уравнение ( 7 ) ,  
функцию AT(z, z ,  X )  мож но разложить в ряд Борна-Неймана по степеням функции 
рассеивателя, однако при этом  должно оставаться справедливым соотнош ение (2 3 ) ,  
левая часть к о то р о го  линейна относительно u(z ,  z  ) .  Из этих соображений с  неизбеж­
ностью вытекает, что

—  /  * < m )( z ,z ,  X)d\ =  0 ,  т > 2 ,
OZ \\\ = 1

где 1 , Х )  — член ряда Борна-Неймана для функции K ( z t z ,  X ) ,  соответствую ­
щий m -м у п оря дк у ; этот член содержит т сомножителей типа-у(z ,  F ) .  Действительно, 
удалось показать, что при каж дом  ф иксированном  х , т.е. при фиксированных z и z ,

/  K <-m \ z , z , X ) d \  =  0 , т >  2,
\\\ =» 1

или, возвращ аясь к старым переменным х  и к,

2п
/  АГ( т > (х ,к )е '‘^  =  0, т >  2,  (2 4 )
о

где к  = kR = i £ 0 ‘ cos  ф, к0 sin ф]. Была поставлена задача понять механизм, за счет 
к о то р о го  становится справедливым соотнош ение (2 4 ) ,  имея в виду цель выявить 
возм ож ности  обобщ ения рассматриваемого алгоритма на наиболее интересный для 
практики случай трехмерного рассеивателя. Для этого  член (х , к ) выписывался 
в явн ом  виде через ряд Борна-Неймана и осущ ествлялся переход  от  пространства к о о р ­
динат х  в сопряженное с  ним пространство вол н овы х век тор ов  т.е. рассматривался 
ф урьеобраз К ^ ( £ ,  к )  от  функции К ^ т^ (х ,  к ) по координатам х  при ф иксирован­
н ом  к. Оказалось, что равенство (2 4 ) обеспечивается за счет д в ух  действующ их в со в о ­
купности причин: во-первы х, за счет интегрирования по угл у ф (т.е. фактически по 
всем  направлениям вол н ового  вектора  k  = Vlr  падающей в о л н ы ), благодаря том у , что 
в уравнении (7 )  вм есто  обычной функции Грина G + (x , к ) ,  к  GIR 2 , для однородного 
уравнения Гельмгольца, фигурирующ ей в уравнении ( 5 ) ,  оперируют функции Гри­
на (8 )  (и х  надо рассматривать, в данном случае, для предельных значений к7 = к /  -> О 
и k j = к /  -»  0 ) ;  во-вторы х, за счет наложения ограничений на пространственный спектр 
рассеивателя, которы е, естественно, совпадают с  ограничениями ( 1 2 ) ,  п оск ол ьк у  об-
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суждаемый алгоритм строился в предположении соблюдения условия ( 1 1 ) ,  или, что 
эквивалентно, ( 1 7 ) .

Ограничения (12 )  определяют вторую  особенность алгоритма, которая  сводится 
к  регуляризации решения обратной задачи рассеяния акустических волн, получаемого 
как на осн ове этого алгоритма, так и другими, например, итерационными, методами: 
для обеспечения устойчивости решения с  р остом  силы рассеивателя частотная о б ­
ласть, в которой  в осн овн ом  сосредоточивается спектр рассеивателя, обязана умень- 

. шаться. Таким  обр а зом , устойчивость восстановления требует наращивания (это  отра­
жает специфику именно нелинейных задач) регуляризации по мере необходим ости учета 
все больш его числа перерассеяний волны на неоднородности.

Весьма важной в практическом  отношении является перспектива эконом ии вычисли­
тельных затрат, требующ ихся для реализации схемы  ( 1 9 ) —( 2 3 ) .  В предположении того , 
что амплитуда рассеяния измеряется для jV направлений рассеяния при каж дом  из 7Vза­
данных направлений распространения падающей волны , т.е. сам  рассеиватель восста­
навливается в силу безызбыточности задачи не более, чем в N*  пространственных 
точках, численная реконструкция неоднородности в соответствии со схемой (19 )  —(23) 
требует по п орядку  величины/V4 операций. Такой порядок количества операций опре­
деляется, в сущ ности, уравнением ( 2 2 ) ,  вычислительные затраты для решения к о т о р о ­
го будут наибольшими по сравнению с  затратами на решение каж дого из остальных 
уравнений. В то же время, разработанные итерационные алгоритмы реконструкции 
рассеивателя средней силы [7 ] путем  обращения матрицы, имеющей в двум ерном  слу­
чае размерность (N 2 X iV2 ) ,  нуждаются примерно в N 6 действиях; алгоритмы с  п о­
переменными итерациями [8 , 9] в применении к  рассеивателям средней силы предпо­
лагают порядка N 5 операций на каж дую  итерацию (использование БПФ мож ет несколь­
к о  уменьшить эту оц ен к у ), а восстановление сильного рассеивателя требует ок ол о  
N 6 действий. П оэтом у  схема ( 1 9 ) - ( 2 3 )  для приближенной (п оск ол ьк у  игнорирует­
ся все же сущ ествующ ее в реальных условиях рассеяние назад) реконструкции двум ер­
ных слабы х и средней силы неоднородностей имеет с  вычислительной точки зрения 
сущ ественное преимущ ество перед перечисленными алгоритмами, особенно значимое 
при восстановлении слож ных объ ек тов , для к отор ы х  N  велико.

Для произвольного двум ерного рассеивателя, создаю щ его столь значительное рас­
сеяние назад, что его необходим о принимать во внимание, анализировавшийся до сих 
пор  приближенный алгоритм становится неприемлемым: уравнения ( 1 9 ) —(21)  остают­
ся прежними, а уравнения ( 2 2 ) - ( 2 3 )  принципиально услож няются, п оскол ьку  для 
нахождения K ( z , z ,  X) и - v ( z ,  z )  требуется уже знать функцию & i (k )  =  /гх(X, X ) ,  
к £  С 2 , X G  (С1. О днако здесь возникает дополнительная трудность: функцию hx (к ) 
нельзя непосредственно измерить в эксперименте. Эта функция сама находится из амп­
литуды рассеяния по определенной схем е [10, 11] ,  обладающей двум я главными не­
достатками: чрезмерной гром оздкостью  при организации вычислительного процесса, 
влекущ ей за собой  больш ие вычислительные затраты, и, в особенности , явно выражен­
ной неустойчивостью, нарастающей по мере роста мнимой части к / вол н ового  вектора  к
[ 1 0 ] .  Устойчивость имеет м есто лишь для рассеивателей, пространственный спектр 
к отор ы х  при учете т-то порядка ряда Борна-Неймана для волновой  функции может 
выходить из круга радиуса 2ко/m крайне незначительно. П оэтом у  строгий в математи­
ческом  плане учет рассеяния назад, снимающий ограничения на спектр рассеивателя, 
практически не приводит к  расширению класса неоднородностей, для к отор ы х  возм ож ­
на удовлетворительная реконструкция.

Изложенные соображ ения относительно реконструкции рассеивателей, основанной 
на функционально-аналитических м етодах, позволяю т сделать ряд вы вод ов , которы е, 
как правило, являются следствием не только конкретного алгоритма, но и, что 
особенно важно, отражают типичную ситуацию, внутренне присущ ую обратны м  акусти­
ческим задачам восстановления неоднородности среды  в целом. К ак показывает ф унк­
циональный анализ, наилучшим обр азом  поддаются восстановлению два класса неодно­
родностей. Первый класс представлен слабыми рассеивателями, которы е м огут  обла­
дать достаточно ш ироким  пространственным сп ектром ; второй  -  рассеивателями
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средней силы с  пространственным спектром , в осн овн ом  локализованном  в у зк ом  
частотном диапазоне. П опы тка же восстановления как сильных неоднородностей с 
л ю бы м  спектральным диапазоном, так и неоднородностей средней силы, но ш ироко­
полосны х по спектру, приводит к  сильной неустойчивости задачи. Размерная избыточ­
ность данных рассеяния трехмерной задачи может н есколько смягчить эту ситуацию.
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V . A .  B u r o v ,  O .D .  R u m ia n t s e v a

S O L U T I O N  O F  T W O - D I M E N S I O N A L  A C O U S T I C A L  I N V E R S E  S C A T T E R I N G  
P R O B L E M  B A S E D  O N  F U N C T I O N A L - A N A L Y T I C A L  M E T H O D S

T h e  in v e r s e  p r o b le m  o f  s c a t te r in g  in h o m o g e n e i t i e s  r e c o n s t r u c t i o n  b a s e d  o n  fu n c t io n a l -a n a ly t i c a l  m e t h o d s  
is  d is c u s s e d .  O n e  o f  t h e  m a in  w a y s  f o r  t h e s e  m e t h o d s  is  a  m a t h e m a t ic a l  e x t e n s io n  o f  r e a l  w a v e  v e c t o r s  t o  a 
’ ’ n o n p h y s i c a l ”  d o m a in  o f  c o m p l e x  w a v e  v e c t o r s .  T h e  r e a l  w a v e  v e c t o r s  c h a r a c t e r iz e  a w a v e  f ie ld  in  t h e  
m e d iu m  i f  t h e r e  is  n o  a t t e n u a t io n .  T h e  c o m p l e x  w a v e  v e c t o r s  c o r r e s p o n d  t o  f i c t i o u s  r a d ia t io n  a n d  r e c e p t i o n  
o f  i n h o m o g e n e o u s  w a v e s . S u c h  m e t h o d  a l l o w s  t o  o b t a i n  t h e  s o lu t i o n  o f  t h e  H e lm h o l t z  -  t y p e  e q u a t io n  w h ic h  
h a s  a  m o r e  g e n e r a l  c h a r a c te r  th a n  in  a  c la s s ic  c a s e . M o r e o v e r ,  t h e  f u n c t io n a l - a n a ly t i c a l  m e t h o d s  a r e  b a s i c  
f o r  c r e a t in g  o f  t h e  r e c o n s t r u c t i o n  a lg o r i t h m  o f  t w o - d i m e n s i o n a l  in h o m o g e n e i t i e s .  T h i s  a lg o r i t h m  p r o v id e s  
e s s e n t ia l  e c o n o m y  o f  c a l c u la t i o n  d u r in g  t h e  p r o c e s s  o f  s c a t te r e r s  r e c o n s t r u c t i o n .  T h e  a lg o r i t h m  p r e s u m e s  
t h e  r e c o n s t r u c t i o n  o f  m id d le  f o r c e  s c a t te r e r s , f o r  w h i c h  t h e  b a c k  s c a tte r in g  m a y  b e  ig n o r e d .  T h is  f a c t  
r e s u lt s  in  t h e  l im i t a t io n s  o f  a  s p a c e  s c a t te r e r s  s p e c t r u m  d e p e n d in g  o n  a  s c a t t e r e r s  f o r c e .  N a m e ly ,  t h e  s c a t te ­
r e r s  s p e c t r u m  m u s t  b e  l o c a l i z e d  in  a  c e r t a in  r a n g e  o f  s p a c e  f r e q u e n c ie s .  A t  t h e  s a m e  t im e ,  a n  a t t e m p t  t o  
r e c o n s t r u c t  b o t h  t w o - d i m e n s i o n a l  m id d le  f o r c e  in h o m o g e n e i t i e s  w i t h  a  w i d e  s p e c t r u m  a n d  s t r o n g  i n h o ­
m o g e n e i t i e s  le a d s  t o  e v id e n t  in s t a b i l i t y  o f  t h e  p r o b le m  t h a t  is  in h e r e n t  t o  a n y  m e t h o d  o f  s o lu t i o n  o f  t w o -  
d im e n s io n a l  in v e r s e  p r o b le m s  f o r  a m o n o c h r o m a t i c  o b s e r v a t io n  r e g im e .
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