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ВЫДЕЛЕНИЕ РЕЗОНАНСОВ В ЗА Д АЧ АХ РАССЕЯНИЯ 
АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН УПРУГИМИ ОБОЛОЧКАМИ

Для исследования резонансного рассеяния пустыми упругими оболочками вводится 
новое промежуточное основание — жидкая оболочка, получающаяся из уп >угой при 
ct -+0 (здесь Cj -  скорость поперечных волн в теории упругости). Показывается эффек­
тивность этого основания вплоть до частоты первого толшинного резонанса.

Для анализа периферических волн, возбуж денных в оболочке падающей волной, 
целесообразно разделить полное рассеянное обол очкой  акустическое давление на два 
компонента: резонансный и фоновый. Фоновый компонент, основание, подбирается 
таким образом , чтобы наиболее рельефно выделить резонансный. В задачах рассеяния 
упругими телами (сплош ными, толсто- и тонкостенны ми) сферической и цилиндричес­
кой ф орм ы , где применим метод разделения переменных, резонасный компонент вы де­
ляют для каждой парциальной м оды . В качестве ф он ового  компонента в зависимости от 
относительной толщины используют ж есткое, промежуточное и м ягкое основания 
[1—5 ] .  В практических вычислениях введенное в [2, 3] промежуточное основание 

применяется редко, поскол ьку он о должно подбираться индивидуально для каждой 
парциальной м оды  и семейства резонанса. Смысл вводи м ого  основания состоит в том , 
чтобы исключить вклад зеркально отраженной и дифрагированных волн (здесь дифрак­
ция понимается в у зк ом  см ы сл е). Предполагается, что эти вклады одинаковы  при рас­
сеянии обол очкой  и вводи м ы м  основанием, и п оэтом у в их разности такие вклады б у ­
дут отсутствовать. В экспериментальных исследованиях для исключения вклада зер­
кально отраженной волны рассматривают либо достаточно длинный сигнал, либо к ор от­
кий. При длинном сигнале добиваю тся вы хода процесса рассеяния на стационар и реги­
стрируют рассеянное давление в режиме переизлучения (непосредственно после о к о н ­
чания посы лки) [ 6 ] .  При к ороткой  посылке рассеянное давление подвергается фильт­
рации с  целью исключения зеркально отраженного сигнала [7, 8 ] .  Для получения резо­
нансной кривой функции ф орм ы  отфильтрованный сигнал подвергается преобразова­
нию Фурье по времени. Резонансные кривые функции ф орм ы  при ж естком  основании 
рассчитывались в работах [9 , 101.

Цель данной работы  состоит в о  введении и обосновании промеж уточного основания 
для функции ф ормы . Основная идея будет продемонстрирована на задаче о  рассеянии 
упругой сферической оболочкой , поскол ьку здесь мож но использовать точное решение 
и тем самым избежать возм ож ны х погрешностей, привносимы х м етодом  решения.

Рассмотрим задачу о  рассеянии плоской  акустической волны пустой упругой о б о ­
лочкой. Точное решение задачи имеет вид ряда [ 1 1 ] .  Обычно, вводя  парциальную и 
полную функции ф орм ы , в дальнем поле (при г  >  а) и фиксированном 9 = 0, пред­
ставляют результат счета в виде зависимости нормированной амплитуды давления от 
волнового радиуса | f  (х )  | . На рис. 1 показана функция ф ормы , рассчитанная при рас­
сеянии алюминиевой оболочкой  в воде;

алюминий: р , = 2,79 • 103 к г / м 3 , с х = 6380 м /с , c t = 3100 м /с ,

вода: р  = 1,00 • 103 к г / м 3 , с  = 1470 м /с .
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50 55 60 65 70 75 ВО 85 90 95 х
Р и с . 1 . Ф у н к ц и я  ф о р м ы  п р и  р а с с е я н и и  п л о с к о й  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы  п у с т о й  у п р у г о й  с ф е р и ч е с к о й  
о б о л о ч к о й .  Р а с ч е т  п р о в е д е н  д л я  т о ч к и  н а б л ю д е н и я ,  р а с п о л о ж е н н о й  в  д а л ь н е м  п о л е ,  п р и  р а с с е я н и и  
н а з а д

Счет проводился при рассеянии назад (в  = 0 ) для оболочки средней толщины с h = 1 /32  
с  ш агом  счета 1Х = 10/256. Выше использованы следующие обозначения: г , в — сферичес­
кие координаты : а, b — наружный и внутренний радиусы обол очк и ; h = \ — b/а — отно­
сительная толщина обол очки ; к  = со/с — волновое число в  ж идкости; со — частота; 
Р У с  — плотность ж идкости и скорость  звука в ж идкости; Pi > С/, с т — плотность материа­
ла оболочки , скорость  продольной и поперечной волн в теории упругости.

В дополнение к  основной рассмотрим модельную задачу о  рассеянии п л оской  акусти­
ческой волны пустой жидкой оболочкой . Б удем  считать, что жидкая оболочка получает­
ся  из упругой при c t = 0. Формально, решение модельной задачи м ож но получить из ре­
шения основной , заменив входящ ие в парциальную функцию ф орм ы  детерминанты пя­
того  порядка детерминантами третьего порядка (п орядок  детерминантов определяется 
числом условий к он так та ). Поступая с решением модельной задачи таким же образом , 
как  и с  решением основной , мож но рассчитать для нее функцию ф орм ы  f ( x ) .

Предлагается использовать р е ш е н и е /( х )  в качестве ф он ового  д л я / ( х ) ,  т.е. обр азо­
вать разность ф ( х )  = f ( x )  -  f { x ) .  М одуль | </>(*) | будем  называть резонансной ф унк­
цией ф орм ы . На рис. 2 показан график | у  (x )J  , рассчитанный при рассеянии назад. 
Как видно из приведенных граф иков, ф ункция/ ( * )  действительно позволяет выделить 
резонансы волн, возбуж денны х в оболочке. Они маркированы на рис. 1, 2. Резонансы 
нулевой симметричной волны Лэмба S 0 отмечены (п , 0 ) ,  а резонансы волны Стоунли 
[п [. Цифра п задает порядковы й ном ер резонанса..

Использованный прием не позволяет указать порядковы й ном ер резонанса непо­
средственно. Для отыскания п оря д к ового  номера здесь была использована процедура

422



Р и с . 2 .  Р е з о н а н с н ы й  к о м п о н е н т  ф у н к ц и и  ф о р м ы ,  р а с с ч и т а н н ы й  п р и  и с п о л ь з о в а н и и  п р о м е ж у т о ч н о г о  
о с н о в а н и я

резонансной теории рассеяния [3 ] .  В качестве основания использовалась жидкая о б о ­
лочка. Положения резонансов на резонансной кривой функции ф орм ы  практически 
совпадают с  положениями резонансов парциальных м од, найденных по резонансной тео­
рии рассеяния. Это относится как к больш им по амплитуде добротны м  (с  узкой резо­
нансной кривой) неперекрывающ имся резонансам, так и к  малым по амплитуде недоб­
ротны м  резонансам. Следует отметить, что те резонансы, которы е не выделяются осн о ­
ванием на уровне парциальных м од , отсутствую т на резонансной кривой функции ф ор­
м ы . Обратное утверждение, однако, несправедливо. Большие по амплитуде, но м алодоб­
ротные (сильно перекрывающ иеся) резонансы, хорош о выделяемые основанием на 
уровне парциальных м од, м огут  суперпонироваться так, что на резонансной кривой 
функции ф орм ы  их вклад будет практически не виден [1 2 ] .  Так, например, при рассея­
нии алюминиевой оболочки с  h = Ve в В0ДУ в диапазоне 50 < х  <  100 на кривой | \р (х )  | 
не видны резонансы волны S 0 (при 13 <  п <  4 0 ) ,  волны Л 0 (при 27 < п  < 5 2 )  и волны 
S x (при 1 <  п <  15) ,  хотя  амплитуды резонансных ком понентов этих волн довольно 
велики (порядка 1,5, Z  и 0,5 соответствен н о). Влияние этих (ск р ы ты х) резонансов 
на кривой | (х )  | проявляется в том , что резонансы волн других типов наблюдаются 
на фоне суперпозиции скры ты х резонансов.

Из-за суперпозиции недобротных, но больш их по амплитуде, резонансов на кривой 
функции | ( * )  I иногда появляется характерный ’ ’хол м ” , как,  например, в области 
3 0 <  58 для оболочки с  h = V32 (см . рис. 2 ) .  Этот холм  вызван суперпозицией ре­
зонансов волны А  у п оскол ьку  при рассеянии обол очкой  с  h = */32 в рассматриваемом 
диапазоне частот падающая волна возбуж дает лишь две периферических волны — А  и 
S 0. Д обротны е резонансы волны 5 0 с  п = 9 - 1 4  отчетливо видны на кривой | ^ (х )  | в 
том  диапазоне частот, где имеет м есто холм.
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Эффективность введенного основания проверялась тремя различными способами. 
В первой серии расчетов при вычислении резонансной функции ф орм ы  вм есто  пром е­
ж уточного основания использовался плоский жидкий слой при нормальном падении 
(см . ф орм улу (18 )  из [ 1 3 ] ) -  Во второй  серии вычислений рассчитывались резонанс­
ные компоненты  парциальных м од  и резонансная функция ф орм ы  для модельной за­
дачи, когда для описания резонансов волны  А  уравнения движения моделировались 
уточненными уравнениями изгибно-плоскостной теории оболочек [14 ] ,  а для описа­
ния резонансов волны 5 0 использовалось уточненное уравнение безмоментной теории 
обол очек  [14, 15] .  В третьей серии вычислений рассчитывались резонансные частоты 
волн Лэмба в п л оск ом  ’ ’ су х о м ”  (безо  в ся к ого  контакта с ж идкостью ) слое. Здесь 
в уравнение Рэлея — Лэмба бы ло введено условие резонанса периферических волн. 
Во всех трех сериях вычислений были получены результаты, почти не отличающиеся 
от результатов точного счета. С одной стороны , это означает, что введенное основание 
действительно хорош о выделяет резонансы периферических волн, а с  другой стороны, 
показывает, что при некоторы х разумных, и не слиш ком  ж естких ограничениях для 
отыскания резонансных частот мож но использовать каждый из трех подходов.

Характерно, что резонансные частоты на кривой | у  ( х )  | почти совпадают с  поло­
жениями экстрем ум ов  кривой | / ( х ) | .  Выделение резонансов, т.е. использование 
промеж уточного основания, дает возм ож ность найти положение резонансных частот 
более точно: положение м аксимум а кривой |^(х )|  ближе к резонансной частоте, 
чем положение соответствую щ его экстрем ум а кривой | f ( x )  | .

Если в рассматриваемом примере вм есто промеж уточного основания использовать 
ж есткое, то не удастся выделить первые семь резонансов волны  5 0 , а резонансные 
амплитуды для ном еров п >  14 будут сильно (на одну треть) завышены. Первые 
(п = 2—5 ) резонансы волны  А , а также резонансы этой волны  с п = 30—45 столь велики 
по амплитуде и так добротны , что их хорош о выделяет и ж есткое основание (они будут 
выделены и м ягки м  осн ован и ем ).

Как показали результаты вычислений для оболочки  с  Л ~  !/8 , ж есткое основание 
х ор ош о выделяет резонансы периферических волн и его вполне мож но использовать 
вм есто  промеж уточного. При уменьшении h мож но использовать м ягк ое  основание. 
Начиная с  h ~  1/512 м ож но заменить промеж уточное основание на м ягкое.

Введенное промежуточное основание не имеет ограничения на частоту снизу. Сверху 
же он о ограничено частотой первого толщ инного резонанса в оболочке. Частота, на 
к отор ой  имеет место полуволновой толщинный резонанс, определяется ф ормулой

тг сг 71 c t
Z ,  =  -  —  (или х ,  = -------- - )  ,

2 c t h e

где введено

1
z  = ktd, кг = сo jcu  d = — (а ~  b ) .

На этой частоте кривая f ( x )  имеет глубокий и ш ирокий минимум (см . фиг. 2 , 3 
в [ 1 6 ] ) .

Как показали результаты вычислений, промеж уточное основание надежно выделяет 
резонансы вплоть д о  z * =  0 ,9 z  *. Это значит, что, в принципе, промежуточное основание 
позволяет выделить все резонансы волн 5 0, А 0, А\ и А ,  частоты к отор ы х  меньше z *. 
Т о  обстоятельство, что на кривой | кр (х )  | не видны вклады  скры ты х резонансов, нельзя 
считать недостатком  основания. П росто природа этих резонансов такова, что результат 
их суперпозиции приводит к аннигиляции резонансов.

В рассматриваемой выше задаче о  рассеянии акустической волны сферической о б о ­
лочкой мож но было и не вводить функцию | ^  ( х )  \ . Все резонансы периферических 
волн мож но было бы  проанализировать и другими способам и, в частности, применив 
интегральное преобразование Зоммерфельда — Ватсона к решению в виде ряда, как это 
сделано в  [1 7 ] ,  или ф ормулы  для расчета резонансных ком понентов парциальных м од
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[ 3 ] .  (Кстати, расчеты показали, что эти ф орм улы , выведенные в предположении, что 
частота мало отличается от  резонансной частоты х  = х 0 , фактически работают и при 
больш ом  удалении от  х 0 .)

При геометрии оболочки , отличной от  сферической или цилиндрической, когда не 
применим м етод  разделения переменных, и, соответственно, отсутствует понятие пар­
циальной м оды , не мож ет быть описана и резонансная кривая парциальной моды.

Для того  чтобы  проанализировать кривую  функции ф о р м ы /(х )  при рассеянии глад­
кой  вы пуклой обол очкой , предлагается рассчитать кривую  <р(х) при введении пром е­
ж уточного основания. Тем самым будут исключены вклады зеркально отраженной и 
дифрагированной волн. При этом  в программу счета ф ункцииД х), подобную  программе 
SIERRAS [1 0 ] ,  следует ввести небольш ое изменение для учета промеж уточного осн о­
вания. Номера резонансов и их семейство на полученную таким сп особ ом  кривую  
| ip (х )  | мож но нанести, решив уравнение, описывающ ее волны Лэмба и Стоунли в 
эквивалентном п л оском  слое, т.е. слое с  толщиной обол очки , контактирую щ ем с  жид­
костью  по одной поверхности и ’ ’ с у х о м "  по другой  поверхности. В это уравнение нужно 
ввести условие резонанса: л-й резонанс имеет м есто, когда на трассе укладывается п 
длин волн периферической волны  (для некруговой  цилиндрической оболочки  с глад­
кой выпуклой направляющей) и (п  + х/2)  длин волн (для оболочки  вращения с глад­
к и м  вы пуклы м  м еридианом ).

При рассеянии назад из-за взаимности лево- и правосторонних периферических волн 
резонансная кривая функции ф орм ы  | ( х )  | будет прощ е (прозрачнее), чем при произ­
вольном  угле наблюдения.

П ромежуточное основание позволяет выделить резонансы периферических волн для 
ш ирокого диапазона толщин 1/512 ^  И ^  х/8 и частот z ^  z* . Полученную резонансную 
кривую  функции ф орм ы  мож но использовать в качестве экспресс-информации об  
оболочке. При необходим ости ее мож но исследовать более детально, но уже не во 
всем  диапазоне частот, а лишь в том , которы й представляет наибольший интерес.

Н екоторы е (скр ы ты е) резонансы такой процедурой не будут выявлены. Это в 
каком -то смы сле мож но считать преимущ еством  метода, поскол ьку в нем не требуется 
анализ эф ф ектов, которы е впоследствии будут скомпенсированы.

Таким сп особ ом  мож но получить некоторое представление о б  амплитуде резонанса 
и о  его добротности . Как правило, на кривой | ^  (х )  | резонанс наблюдается на н ек ото ­
ром  фоне, вызванном либо вкладами соседних по номеру резонансов того  же семейст­
ва, либо вкладами резонансов д р угого  семейства. П оэтом у о б  амплитуде резонанса 
мож но судить лишь качественно. Для суждения о  добротности  мож но использовать 
ширину резонансной кривой на уровне 1 /\ Л Т  ее резонансной амплитуды. Впрочем, 
добротность мож но определить и точнее, используя специальную процедуру обработки  
кривой в окрестности  резонансной частоты.
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N.D. Veksler

INTERMEDIATE BACKGROUND IN PROBLEMS OF ACOUSTIC 
WAVE SCATTERING BY ELASTIC SHELLS

A  n e w  t y p e  o f  in t e r m e d ia t e  b a c k g r o u n d  is  in t r o d u c e d  a n d  ju s t i f i e d  in  p r o b le m s  o f  a c o u s t i c  w a v e  s c a t t e ­
r in g  b y  e m p t y  e la s t ic  s h e lls . A  l iq u id  s h e ll o b t a in e d  f o r m  a n  e la s t i c  o n e  a t  c t =  0  (h e r e  c t is  t h e  tra n sv ersa l 
v e l o c i t y  in  t h e  e la s t i c i t y  t h e o r y )  is  u s e d  a s  a  b a c k g r o u n d .  T h e  in t e r m e d ia te  b a c k g r o u n d  c a n  b e  u s e d  b o t h  
in  t h e  p r o b le m s  o f  a n  a c o u s t i c  w a v e  s c a t te r in g  b y  s h e lls  o f  r e v o lu t i o n  w i t h  a  s m o o t h  c o n v e x  m e r id ia n  lin e  
a n d  b y  c y l in d r ic a l  s h e lls  w i t h  s m o o t h  c o n v e x  g u id e  l in e .  T h e  b a c k g r o u n d  c a n  b e  u s e d  in  a  b r o a d  r a n g e  o f  
t h e  r e la t iv e  th ic k n e s s  o f  a  s h e ll. T h e  b a c k g r o u n d  f r e q u e n c y  is  l im it e d  b y  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  h a l f - w a v e  
t h e ic k n e s s  r e s o n a n c e .  T h e  e f f i c i e n c y  o f  t h e  in t r o d u c e d  b a c k g r o u n d  is  s h o w n  b y  t h e  s o lu t io n  o f  t h e  p r o b le m  
o f  a n  a c o u s t i c  w a v e  s c a t te r in g  b y  a n  e m p t y  s p h e r ic a l  s h e ll .  O n ly  s m a ll a lt e r a t io n s  in  t h e  c o m p u t i n g  c o d e  
S I E R R A S  [ 1 0 ]  a re  n e e d e d  t o  is o la t e  t h e  r e s o n a n c e  c o m p o n e n t s  o f  th e  t o t a l  f o r m  f u n c t i o n .
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