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В работе проводится расчет низкочастотных колебаний упругой круглой пластинки в безграничной акустической среде путем разложения по собственным формам коле­баний пластинки в  вакууме. Нагрузка от действия жидкости учитывается как присоеди­ненная масса и определяется при численном решении задачи Неймана для уравнения Гельмгольца. Анализируются скорость пластинки, давление и поток энергии в жид­кости. Рассматриваются случаи, когда жидкость заполняет все пространство или полу­пространство, ограниченное экраном, а также два варианта условий на краю: свобод­ный край и жесткая заделка.Основная цель работы — сравнение полей давления в жидкости при колебаниях бесконечной и ограниченной пластинок, а также анализ путей распространения пото­ков излучаемой энергии. Жидкость считается идеальной, пластинка — круглой, упру­гой и тонкостенной. Проведенные расчеты относятся к  частотному диапазону, вклю­чающему 10 первых резонансов. Используется обычный вариант уравнений для попереч­ных колебаний тонкой упругой пластинки.Решение проводится методом собственных ф орм . После задания условий на краю определяются собственные частоты соу и формы Фу колебаний пластинки в вакууме. Число узловых окружностей, если край защемлен — /, и если край свободен, — / — 1. Функции формы будут орто нормированными, т.е. выполняются условия

2тг/ Ф.Фкг(1г=Я28.к ,

где бу/с — символ Кронекера. По направлению оси симметрии в центре пластинки дей­ствует гармоническая сила с частотой со и амплитудой F .  Решение ищем в виде ряда 
V (r)  = /соБСуФу для скорости смещения пластинки и Р  = icoY C jP j(r)  для давления, где /соРу -  давление в жидкости, вызванное колебаниями пластинки по форме Фу. Величина Су означает комплексную амплитуду смещения. При определении давле­ния для каждой собственной формы Фу решается задача Неймана уравнения Гельм­гольца в безграничном пространстве с учетом условий излучения на бесконечности. Поверхность, на которой задаются граничные условия, представляет собой разрез в виде плоского диска. Решение проводится численно, методом разностных потен­циалов [1—3] для каждого расчетного значения частоты.Подставив выражения для скорости смещения и давления в уравнение колебаний пластинки, с учетом ортогональности собственных форм получим систему уравнений относительно Су:[w 2 -  (1 + из) w2] С  + w2*  2  («/fc-  Wj k ) C k = ~ ~  Ф .(0 ),

к tjfl

2  А к у ст и ч е ск и й  ж у р н а л , № 1
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Рис. 1. Изменение относительной амплитуды с частотой для пластинки R/h = = 1000 при коэффициенте потерь п = 0,1. Линии: 1, 2 -  без экрана; 3, 4 -  при наличии экрана. 1 , 4 -  свободный край; 2, 3 -  защемленный край, а -  скорость в центре, б  -  давление в дальнем поле, в -  соотношение давления от действия отдельных мод и суммарного давления. Свободная пластинка без экрана
ная частота, со = сo R / c{ , к  — волновое число для пластинки, W = k 2R h / y / l 2 ( \ - o 2) ,  
Ра — плотность жидкости, са — скорость звука в жидкости, v — безразмерная час­тота, v  = u)R/ca , g = R p a lh p { у i -  мнимая единица.Коэффициенты присоединенной массы зависят от частоты и определяются как интегралы от давления по поверхности пластинки:

2т,у / Pj Фк rdr = - р а («/fc -  ф 1к) ;
7 — 2 ,  если жидкость заполняет все пространство, и у  — 1 ,  когда жидкость ограничена плоским жестким экраном. Считается, что пространство с другой стороны экрана зани­мает вакуум . Рассматривались два случая условий на краю пластинки: жесткое защем­ление и свободный край.Анализ элементов матрицы присоединенных масс в диапазоне самых низких частот показывает, что действительные части ctjk коэффициентов присоединенной массы мож ­но считать не зависящими от частоты. Мнимые части коэффициентов присоеди-34



ненной массы изменяются пропорционально кубу частоты, когда нет экрана, и первой степени частоты — при наличии экрана. Соответственно для давления в дальнем поле на оси величина Pj пропорциональна частоте во второй или в первой степени. Учитывая эти обстоятельства, можно в диапазоне самых низких частот для каждой собственной формы ограничиться однократным решением задачи Неймана. В частности, при опре­делении действительной части присоединенной массы можно взять величины, получен­ные для несжимаемой жидкости. В диапазоне более высоких частот можно ограничиться расчетом на немногих частотах, чтобы затем воспользоваться первыми слагаемыми представления этих коэффициентов в виде ряда Тейлора по степеням частоты.При проведении расчетов бесконечная система уравнений редуцировалась до десяти ф орм . Ввиду ограниченного объема статьи ниже в качестве примера представлены только некоторые результаты, а по полю давления и потокам энергии данные при­водятся главным образом для случая колебаний свободной пластинки в неограничен­ной жидкости. Отношения Pi/pa —8 , Ci/ca — 3 ,5 , о —03» что соответствует случаю коле­баний стальной пластинки в воде. Во всех случаях, кроме последнего, принято И ~ 
=Л/1000.На рис. 1 ,д  представлена зависимость модуля скорости смещения центра пластин­ки V 0 от волнового числа пластинки. Скорость отнесена к величине VCt определяе­мой характеристическим импедансом бесконечной пластины, колеблющейся в вакууме: 
Ус =  3(1 — o2 )F / (2 p 1 co/?3) . В рассматриваемом диапазоне частот скорость У0 с рос­том частоты стремится к  Vc> однако остается ниже Ус . Это связано с влиянием инер­ции присоединенной массы жидкости. Смещение центра мало зависит от наличия экра­на, поэтому на рис. 1 у а приведены результаты, полученные только в отсутствие экрана.В низкочастотной области v  <  1 давление io jP j в дальнем ноле описывается пер­вым членом разложения по полиномам Лежандра, и для описания Р  в дальнем поле достаточно указать р — значение давления только на оси, перпендикулярной плоскости пластинки. В неограниченном пространстве диаграмма направленности в дальнем поле оказывается такой же, как у диполя, не только при смещениях пластинки как твердого тела, но и для смещений по формам Ф, при / >  1. Если пластинка помещена в экран, то диаграмма оказывается такой, как у источника. Здесь имеет место отличие от неогра­ниченной пластины, где диаграмма в дальнем поле соответствует диполю [4].На рис. 1 ,о  показано давление р , отнесенное к давлению pd , которое создается при действии силы непосредственно на жидкость на линии действия силы pd = 
= F o j/4 (n ca ) .  Давление р  определяется суммой р  = Ъ р . , где р . = i u C j P j . Из рис. 1, б видно, как меняется давление с ростом частоты в безграничной жидкости и при нали­чии экрана. На самых низких частотах отношение этих величин пропорционально час­тоте [4, 5 ] . Наличие экрана сильно увеличивает уровень давления. Однако следует помнить, что речь идет о низкочастотном диапазоне. На больших частотах, когда v >  1, в дальнем поле будет сложная диаграмма направленности, и ход кривых может из­мениться.Сравнивая данные на рис. 1, а и б , заметим, что не каждому резонансу скорости плас­тинки соответствует аналогичный по величине резонанс давления в дальнем поле. При­чина лежит в интерференции при действии различных мод. Это видно на рис. 1 , в ,  где приведены результаты, которые получены для свободной пластинки, колеблющейся в неограниченном пространстве. Показаны амплитуды составляющих м од, отнесенные к амплитуде суммарного давления. Видно, что уровень моды номер к  возрастает на резонансе моды /, если / <  к , В дальнем поле действие значительных колебаний пластинки на модах, близких к  резонансной, взаимно уничтожается. На рис. \ ,б  можно отметить область первых трех резонансов, которые практически не поднима­ются над уровнем p d i  а также выделяющийся участок между шестым и седьмым резонансами, где вследствие компенсации появилась зона низкого давления. Столь сильное взаимное влияние может иметь место, когда жидкость ’’очень тяжелая” . Степень влияния жидкости на резонансные колебания характеризуется параметром g . Чтобы еще продемонстрировать влияние соседних мод, для свободной пластинки без экрана были вычислены резонансные значения, определенные с учетом влияния2* 35



Рис. 2. Линии равного давления -  сплошные. Линии тока интенсивности потока мощности -  пунктир. Свободная пластинка; R jh  = 1000, г? = 0 ,0 1
только своей моды. На рис. 1,а  и б  они показаны точками. Первые три таких реэо- нанса на рис.. 1,6" превосходят истинные величины на порядок. Подобное положение имеет место до тех пор, пока в жидкость уходит меньше энергии, чем рассеивается в пластинке. Когда потери в материале малы, ситуация изменится на противоположную. Если в таком случае не учитывать действие соседних м од, то в области резонанса, кото­рая очень узка, можно ошибочно занизить величину давления на несколько порядков. Подобный факт отмечался в работе [6 ], где рассматривалась плоская задача при 77— 0. Можно записать грубое условие того, что потери в материале превосходят потери на 36
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излучение: p g  <  Т7 , где /З = 0,06^3 соответствует жесткому поршню в безграничной жидкости.Следует указать, что на рис. 1 в области последних двух резонансов результаты опре­делены с заметной ошибкой, так как в условиях большого взаимовлияния мод ска­зывается неучет последующих слагаемых.Рассмотрим распределение давления и потоки энергии в жидкости. Вид ближнего поля определяется параметрами k R ,  v  и т?. На рис. 2 в качестве примера показаны ре­зультаты, полученные для пластинки со свободным краем в безграничном простран­стве. Представлена одна четверть поля. Остальная картина продолжается симметрич-37



но. Изобары проведены через равные интервалы сплошными линиями. Цифрами в децибелах дано отношение текущего давления и Р 0 — давления у центра пластинки. Пунктирными линиями со стрелками показаны некоторые характерные линии тока вектора потока энергии U ,  определенного как действительная часть вектора Р У *  [1] .  Интенсивность потока энергии, идущего из пластинки в жидкость, распределена вдоль радиуса неравномерно. Максимум находится в центре, его модуль обозначен U 0. Что­бы оценить U 0 через мощность, которая развивается внешней силой F  на скорости центра V  = Vr + i V h  определим Ь  = I k U qR  j ( F V r ) . Эти величины, а также отноше­ния VfjVi  и Р 0/(ра vVfCa )  приведены в таблице.Рис. 2 , а характеризует поток в дальнем поле при k R  — 3 и 77— 0,01. На рис. 2 ,6  показано соответствующее ближнее поле. В области, которая заштрихована и отмечена знаком W2 , происходит вращение потока по замкнутым траекториям. В области, кото­рая отмечена знаком Wlt вращение идет по траекториям, замкнутым на пластинку. Вся область, занятая потоком энергии, который замкнут в ближнем поле, отмечена на рис. 2 , а штриховкой. Энергия, попадающая в дальнее поле, питается из потока ближ­него поля течением в виде малой струйки. Эта струйка вытекает из малого круга, в центре которого приложена сила, вверх по направлению к  точке Е х . Здесь она растекается по сторонам, образуя поверхность оболочки, проходит в узком зазоре между вихрями Wx и W2 за край пластинки. Отсюда, от Е 3,  расходится энергия в дальнее поле. Точки Е х и Е 2 на вертикальной оси, а также Е 3 на горизонтальной от­мечают области, возле которых поток имеет характер седла. Вся структура потока определяется имеющимися особыми точками типа W или Е.  С  ростом частоты растет число областей типа W2 над пластинкой и типа примыкающих к пластинке.На рис. 2 , в  показано ближнее иоле в случае, когда нет потерь в пластинке. Здесь нет точек типа W2. Области Е х и Е 2, которые на рис. 2 ,6  располагались на вертикаль­ной оси, по мере уменьшения 77 сблизились, слились и вновь разделились, разойдясь по горизонтали. Возникла пара областей типа Е . Одна из них видна на рис. 2, в , а вто­рая оказалась в другой четверти. Часть энергии идет в дальнее поле от края пластинки. Но большая часть идет из круга в центре. В частности, отсюда идет поток напрямую в зенит. Размер этого круга в центре при г — 0 — вполне заметная величина, так как энергия расходуется только на излучение.Расчеты были повторены для уменьшенной частоты k R  — 1,5. Картина потока, пред­ставленная на р и с .2 ,г , имеет одну седловую точку Е .  Она подобна Е 3 на р и с .2 ,6 , но расположена намного дальше от центра. Излучение в дальнее поле идет из малого круга в центре пластинки. Вверх этот поток иде̂ г напрямую, а в стороны -  огибая большую область короткого замыкания, которая простирается до точки Е  и включает всю плас­тинку за вычетом малого круга в центре. Картина в ближнем поле мало зависит от сжимаемости жидкости. В случае, представленном на рис. 2 ,6 ,  величины потоков, идущих из жидкости через пластинку, определяются рассеянной в материале плас­тинки мощностью. Если рассматривать результаты расчета при уменьшающемся коэф ­фициенте потерь, то оказывается, что поле давления и вид потоков не меняется суще­ственно до тех пор, пока диссипации энергии в материале пластинки и в дальнем поле не окажутся одного порядка. После этого картина меняется, и вскоре она становится такой, как на рис. 2 , в.

Таблица значений параметров на рис. 2, ЭРисунки % 1 —
k R

—

V Vr/Vi и | Р М Р а  v V i C a ) V

2, а, б 3. 0,01 0,033 21 0,24 0,0092, в 3. 0. 1,3/Ю9 97 0,24 0,0092, г 1,5 0,01 0,017 7 0,41 0,00233 18 0 0,35 33 0,067 8.338



Рис. 3. Линии равного давления возле защемленной в экране пластинки при R/h  = 4 0 , rj = 0
Проводился также расчет при rj— 0,01 и k R  — 3 для случая, когда сила приложена не в центре пластинки, а распределена равномерно на окружности r = R/2.  Эта окруж­ность разделяет на две части область потока, замыкающуюся в ближнем поле на по­верхность пластинки. Весь поток в дальнее поле уходит из-под силы. В сторону зенита поток уходит почти без поворота, огибая меньшую область короткого замыкания, которая примыкает к  центру. Вихревая область W2 отсутствует, и вблизи края энергия в дальнее поле не проходит.Для контроля были сделаны расчеты поля при колебаниях жесткого поршня, когда 

v =  10. Получено хорошее совпадение с известными результатами [ 8 ,9 ] . Поток энер­гии не проходит вдоль оси напрямую. Он изгибается, обтекая расположенную вблизи оси область очень малого давления. В случае свободного поршня это пара центров типа W2 . В случае экранированного поршня эти точки сливаются в одну, и здесь рас­положена точка типа Е.Как сказано выше, диаграммы направленности дальнего поля у  бесконечной плас­тины и у  пластинки в жестком экране различны. Интересно сравнить вид ближнего поля. Воспользуемся результатом работы [10], где рассчитывался случай сoh/Ca =  0,2. Для сравнения был проведен расчет колебаний защемленной в экране пластинки при условиях R/h  = 40, kR  = 17,9, у = 8,3. На ри с.З  показано полученное в этом случае поле давлений. Оно не похоже на поле, полученное в [10] для бесконечной пластины. В дальнем поле для случая, приведенного на рис. 3, диаграмма направленности имеет два боковы х лепестка, где максимум на 5 и 13 дБ меньше главного, а давление на ли­нии действия силы равно р  = 10p d . Если при тех же прочих условиях нагрузка дей­ствует не в центре, а равномерно распределена по окружности г , = R /2, то соответ­ственно величины лепестков на 14 и 22 дБ меньше главного, а максимальное давле­ние р  = 3,3 ра.Край пластинки является особой точкой поля скоростей и при расчете может яв­ляться источником недопустимых погрешностей. Поэтому решение задачи Неймана на сеточной границе [1] проводится с обходом особенности на краю по примыкаю­39



щей малой окружности. Расчет ведется в комплексной области с удвоенной точ­ностью. Ограничения на диапазон частот, накладываемые принятым методом расчета, связаны с ростом объемов вычислений. На каждой полуволне изгиба пластинки необ­ходимо расположить достаточное количество узлов конечно-разностной сетки. Напри­мер, при расчете десятой формы на диаметре бралась равномерная сетка из 300 узлов, чтобы на каждой полуволне прогиба было не меньше пяти узлов. Пользуясь грубой оценкой для резонансной частоты пластинки в вакуме k R  7Г/ и нс учитывая взаимо­действия с другими модами, определим предельную частоту расчета при заданном числе / мод:_  ^  _____________ 7Г2J * h _______________
R  V  12 (1  -  о2 ) (1 + 8 a j / )Оценку величин а 7/ можно получить для несжимаемой жидкости, используя таблицы из работы [11].
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The influence o f various conditions on the transversal oscillations o f an elastric circular plate in an acoustic medium under the action o f  a concentrated harmonic force is analyzed in the low frequency range. The calculations for two cases have been conducted: a plate in an infinite liquid and a plate limited b y a plane infinite screen. Tw o cases o f  contact conditions have been considered for the calculations: the case o f  a free edge and the case o f a fixed edge. The numerical calculation o f  the Neuman problem for the Helm holtz equation solution was used. The results for the plate m otion, pressure and energy flows in a fiquid are given.
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