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Получены энергетические характеристики, s измеряемые подвижным и неподвиж­ным наблюдателями, для основных типов волн, генерируемых движущимся пульсирую­щим источником в континуальных лагранжевых системах. Сформулированы и про­анализированы энергетические принципы излучения в подвижной системе координат.Пусть некоторая физическая среда в неподвижной системе координат £ i » $ 2 » £з яв­ляется бесконечно протяженной вдоль оси и заполняет либо все пространство, либо волновод (£2, £ 3) £  £ ,л и б о с л о й О < £ з  < 5 ;  - ° ° <  £ 2 <  +со- (Для дальнейшего удоб­но использовать одну и ту же букву S  как для поперечного сечения волновода, так и для толщины слоя.) Время в этой системе координат будем обозначать через т . В среде имеется источник возмущений, движущийся вправо с постоянной скоростью w вдоль оси и одновременно пульсирующий с частотой со. Задачи с такого рода источниками назовем задачами В . При неподвижном источнике (w = 0) частоту пульсации будем обозначать через £ 1 , а соответствующие задачи будем называть задачами А .Ограничимся рассмотрением установившихся процессов. Ввиду наличия эффекта Допплера в задаче В  перейдем к  подвижной системе координат:лг, = £ ,  - w r ;  дс2 = Ь ;  * 3 = Ь ;  t = T ,  (1)в которой существует периодический режим с единым периодом Т  =  27г/со для всех волн. Для задачи А  подвижную и неподвижную системы координат будем отождеств­лять.В областях среды вне источника генерируемые волны являются однородными, т.е. они удовлетворяют однородным уравнениям движения, а для сред с границами -  еще и однородным краевым условиям. Центральной проблемой в задачах А  я В  является формулировка принципов излучения, которые должны обеспечивать физически осмыс­ленный отбор распространяющихся без экспоненциального затухания п о * !  ) одно­родных волн. Для задач А  принципы излучения достаточно хорошо изучены [1, 2], и известно, что наиболее эффективным является принцип предельного поглощения. Этот принцип для нерезонансных ситуаций полностью согласуется с энергетическим принципом, обеспечивая отбор волн, переносящих энергию от источника. Задачи В  исследованы в меньшей мере. Но ниже будет показано, что аналогичная согласован­ность имеет место и в задачах В  для широкого класса континуальных систем. При этом для задач В  можно сформулировать несколько энергетических принципов, бази­рующихся на различных энергетических характеристиках волн в подвижной системе координат.Для установления свойств однородных волн достаточно рассматривать однородные задачи. Конкретизируем их постановки.Примем, что физическая среда в неподвижной системе координат характеризуется лагранжевой плотностью L  * , зависящей только от параметров-функций uf\ / = 1 , 2 , ...,w
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и их частных производных: и \ т =  duf/dr; и]j =  Таким образом,
L* = /,* (и{ т ; и ) / ,  и ) ) .Но принципу Гамильтона данная континуальная ситсма подчиняется уравнениям Эйлера—Лагранжа
L\r,r + 4 ./  - 4  = 0; / = 1Д...... И, (2)где введены обозначения4 .т  = э 4 / & ; 4 / = а 4 /э*/.
4  = э 4 э 4 т ; 4  = (3)и подразумевается суммирование по повторяющемуся индексу / .Из (2) следует уравнение неразрывности для плотности энергии3 £ * ,  t t [ 3 3 3-------+ V« J *  = 0 ; V« = ---------; --------; —Эт l a ? ,  Э? 2 3? (4)

в котором плотность энергии и вектор плотности потока энергии J i; определяются формулами^ = 4 Т4 (5)
А  = 4 т 4 /•(Слово ’’плотность”  в дальнейшем будем опускать).В подвижной системе координат (1) параметры-функции и\ обозначим через wf, а их частные производные -  через и-j  и wft/=  duf/dx,-. Очевидно, имеют место соотношения

ui r ul h 4 г = < 4 - ww/.,.э(...)£ э(...Г + И / ----------

♦Э«Ь э" Ъ
х  VV

Э(...)£ э (. . .Г Э(...)£ _  К . уг3w£fc -*£II ; А = 2,3: Эм£т Эл?,
(6)

Согласно соотношениям (6 ) .  лагранжиан I х и энергия Е * х  в подвижной системе ко­ординат (1) выражаются через 1 }  и Е к по формулам
I х ( 4 ;  И*/; «? ) - £ *  (и?,t -  wuI , ;  ; и?), (7)
& х = Е* = (и \ , -  М1 Х,Л ) L ] t. -  L ' . (8)Уравнение (4),  записанное в подвижной системе координат, можно представить в форме уравнения неразрывности для энергии Е * х :3 Е** 3/ + V х • i V = 0; V* = l W j  ’ Зх2’ Эх (9)

где
j ) x =  ( 4 г - > < . ) 4 - и-/ ,*5 л  . ( 1 0 )Здесь бу, -с и м в о л  Кронекера,a L xit и /.7у- в (8 ) и (10) определяются из (7) аналогично (3)-
Е * х  есть полная энергия, записанная в подвижной системе координат. Далее Е к будем условно называть энергией, измеряемой неподвижным наблюдателем. Вектор J ** является вектором потока энергии Е * х в подвижной системе координат. Подчерк­нем . что J  * х отличается от J  * .
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И н ы е эн е р ге т и ч е ск и е  вел и ч и н ы  м о ж н о  о п р ед ел и ть  и з у р а в н е н и й  д в и ж е н и я  ( 2 ) ,  еслизап и сать эти у р а в н е н и я  в  п о д в и ж н о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т . И с п о л ь з у я  ( 6 ) ,  п о л у ч и м
L xUtt + L \ , - L J =  0 . (11)В силу идентичности структур уравнений (2) и (11),  очевидно, чтоимеютместо фор­мулы, аналогичные (4) и (5):
ЪЕХ

----  + Vх . Jx = 0,
b t

E x = u \ tL xi t - L x  ̂ J ) = u l tL Xf.

( 12)

(13)Для подвижного наблюдателя, исходящего из уравнений движения (11),  Е х представ­ляется как бы энергией в подвижной системе координат. В связи с этим величину Е х можно условно назвать энергией, измеряемой подвижным наблюдателем. Тогда по (12) J x будет являться вектором потока энергии Е х в подвижной системе координат.Дополнительный аргумент в пользу принятой терминологии для Р г х и Е х можно получить, рассматривая неоднородные задачи. Добавим, например, к лагранжиану i J  слагаемые uf Qt , где <2 ,  = (2, ($, г) есть компоненты вектора, характеризующего действие источника. В этом случае локальные уравнения неразрывности для энергий (9) и (12) будут иметь в правых частях выражения/^х = Р * = (цх,  -  w ц * , ) Q , и Р х = u xttQ , соответ­ственно. Величину Р * х можно назвать мощностью источника для неподвижного наблю­дателя, а Р х -  для подвижного, что согласуется с наименованиями Е * х и Е х .Энергии Е * х и Е х вообще говоря различны. Установим связь между ними, а также между потоками энергий J * x и J*  для основных видов волн в задачах#.Рассмотрим следующие типы однородных волн:
1 ) плоские волны их =/,• (т?); г\ =  со / -  ctjXj;
2 ) цилиндрические волны в дальней зоне г >  1

и * = Л (г ;  со; ат ; г?); /, =  г~^ф ,(со; ат ; г?)
Г} = со/ -  r ( a t cos# + а2 sin в), 
х х =  rcos0 ; х 2 = г sin 0 ;3) сферические волны в. дальней зоне R  >  1

и I =  f i ( R ; СО; а ; ; ??); / }  =  Я ' 1 ^ ,-(с о ; а,-; т?),

7} =  u t  -  R ( a x cos0sin</> + а 2 sindsiny + a 3 cos^), 
x x =  #cos0sin<p; x 2 = RsinOsin<p\ x 3 = R cosy;4) плоские волны в волноводе с поперечным сечением S

и* =  А(со:ат -,х3-,7}); т? =  со/-  а , * , ; (x2 , x 3 ) e S ;5) плоские волны в слое толщины S  п о * 3 

u )= f(io -,< xm -,x3-,n); v  =  a > t - a mx m ; 0 < x 3 < S ;

6 ) цилиндрические волны в слое в дальней зоне г >  1

и)  = fi(r; ы \ат \хг ; 77); /  =  г / \fo( (i>; a m ; х 3; rj) , 
rj =  cot - r ( a , c o s 0 + a 2 sin0 ); 0 < x 3(Здесь и далее индекс т  пробегает значения 1,2; а индекс/ -- 1,2,3.)Предполагается, что все перечисленные волны удовлетворяют однородным уравне­ниям движения (11).  Волновые числа а,- или и частоты колебаний со считаются ве­щественными и связаны дисперсионным соотношением
О в (ссГ> « ) = 0 .  (14)✓



Это уравнение позволяет ввести важную кинематическую характеристику волн в задачах В  -  вектор групповой скорости су в :
c g B i ~  "  ̂ B . o c j / D B f 0 j  , ( 15)Для цилиндрических и сферических волн все формулы носят асимптотический ха­рактер. Волновые числа ат для цилиндрических волн и оу для сферических волн яв­ляются также невырожденными стационарными точками первого порядка, т.е. удовлет­воряют помимо (4) . соответственно дополнительным условиям
Cgee =  “  cgB, i sinfl + cgB2cos6 =  О и
c g B 0  “ O'

cg B ^ = c gB 1 cos6cossp + ^/}2sin0cos^ - c gB3siri(/)=0.Волны в волноводах и в слое подчиняются еще и однородным краевым условиям на границе S .  Мри этом лагранжиан L x для волноводов может явно зависеть от х 2, * э >  а для слоя -  о т х 3.Для всех перечисленных типов волн функции / , ,  вообще говоря, различны, но яв­ляются периодическими по т? с периодом 2я , и, следовательно, периодическими по t  с периодом Т.  Как обычно, для гармонических волн перейдем к осредненным по периоду энергетическим величинам. Введем обозначения:
< ( " W * T  Д ■ ■ ) ( „ * .
( . . . ) s = f ( . . . ) d s ,  (16)

Sгде запись ( ...)  (S) означает, что для волн в волноводе или в слое необходимо приме­нить интегрирование-но S  согласно (16).Пусть дополнительно лагранжиан L  * является однородной квадратичной формой от 
и), и) j  и , причем форма Е х положительно определена. Будем рассматривать только обычные ситуации, когда cgB Ф  0 , которые назовем нерезонансными. Из идентичности структур формул (11) — (13) для задач В и формул (4),  (5) для задач И следует, что на характеристикиL * Е х и J '  для задач В  можно перенести в;е общие результаты, относящиеся к величинам и J* для задач А .Известно [ 3 - 5 ] , что для плоских волн в задачах А

< L \ S ) > =  0; <j J ( S ) > = c gA i  < ^ 5 ) > ,где с ^  .А ~ вектор групповой скорости в задаче А .Отмстим, что доказательство из [5) можно видоизменить так, чтобы использовать произвольные вариации бсо и бог,, не обязательно сохраняющие период. Необходимо только, чтобы волна с частотой со + 6со и волновыми числами оу + 5оу удовлетворяла бы уравнениям движения (2) с точностью до членов первого порядка малости. Крометого, такое доказательство можно распространить и на остальные типы волн.Поэтому для всех указанных выше видов волн в задачах В  справедливы формулы< £ Ь > >  = 0 ,  (17)<7/($)> • 0 8 )Поскольку к тому же для всех типов волны? , =  ~ct\//|Г?; uftt =  со/,->7Р то из (8),  (10),  (13),  (17) следую! соотношении

где Г2 ( а , ) =со + w а , .
(19)
(20)
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Из (18) — (2 0 );очевидно, имеем:
U ) i s ) )  = c gBi< E %  ) .  (21)Известно [ 6 - 1 0 ] ,  что но принципу предельного поглощения в задачах В  отбираются однородные волны, у которых групповая скорость cgB  направлена от источника воз­мущений. По (18) и (21) сх у в задачах В  является и скоростью переноса средних за период энергий < ^ | ) >  n ( E \ S ))  в подвижной системе координат ( 1 ) . Т а к  к а к < £ ,||)>  >  >  0, то можно сформулировать энергетические принципы излучения для неподвижного наблюдателя (ЭН) в подвижной системе координат, состоящие в отборе волн, для ко­торых векторыcg B и < ) направлены от источника. Ясно, что для нерезонансныхситуаций эти принципы будут согласованы с принципом предельного поглощения.

SI

Определение волновых чисел а, к и доп­плеровских частот П (а, к) задачи 5 по дисперсионным кривым задачи/1

. / ’2 -  S2 = S2(a1); W>C
Между тем, энергетический принцип излучения для подвижного наблюдателя (ЭП) должен ставить условие лишь на направление сА, в , но нс на направление вектора < J \ s )  > • В такой формулировке ЭП будет эквивалентен ЭН и , следовательно, принципу предель­ного поглощения. Направление же вектора потока энергии < J (S)> будет противополож­но направлению вектора групповой скорости cg B , если энергия » измеряемаяподвижным наблюдателем, будет отрицательной.Неравенство <£ (5 ) > <  0 обычно для задач В,  если скорость источника w  превосходит характерную скорость с  распространения волн в среде. В этом легко убедиться, если привлечь принципы соответствия между задачами А  и В  [7].  По этим принципам, имею­щим и важное самостоятельное значение, дисперсионные уравнения между задачами 

А  и В  связаны следующим образом:
D a  (“ /; D, ( а , ) )  = D B  (а;-; со) = 0, (22)где О л (ау; 12 ) - 0  есть дисперсионное уравнение задачи А .Отметим, что из (22) следует практически важная формула для групповых скорос- тей сх В  и сgA волн в задачах В  и А :
C g B j  =  C g A j  -  w S /1 ; cgAj  =  m i  да/.Рассмотрим простейшую дисперсионную картинку для задачи А ,  в которой диспер­сионные кривые есть просто прямые 12 = ± соц (рисунок). По (22) волновые числа а 1/с однородных волн для одномерной задачи В  могут быть найдены как точки пересе­чения дисперсионных кривых одномерной задачи А  с прямой 12 =  12 ( а , ) = со + w а ,[8].  Если с <  w ,  то для к =  1,212 ( а 1А) > 0 .  Однако при с  >  w Q  (а „)  >  0 , но
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{oc\ 2 ) <  0 .  'Гак к а к  ф а з о в а я  с к о р о с т ь  c g B  , , =  с о / а , j в о л н ы  с  .в о л н о в ы м  ч и с л о м  а ,  , п о  м о д у л ю  б о л ь ш е  ф а з о в о й  с к о р о с т и  c g B ] 2  "  w / a l 2  в о л н ы  с в о л н о в ы м  ч и сл о м  а 1 2 , т о  п е р в у ю  в о л н у  о б ы ч н о  н азы ваю т б ы с т р о й , а в т о р у ю  — м е д л е н н о й . И т а к , при с  >  w  вел и чи н а Ф ( а , 2 ) д л я  м е д л е н н о й  в о л н ы  о т р и ц а т е л ь н а . Т о г д а  п о  ( 1 9 )  и эн ер ги я  < / * Ь ) >  м е д л е н н о й  в о л н ы  б у д е т  о т р и ц а т е л ь н о й  в е л и ч и н о й . Я с н о , что т а к а я  си т уац и я  б у д е т  н а б л ю д а т ь ся  и в д р у г и х  за д а ч а х  В  п р и  с в е р х з в у к о в ы х  ( с в е р х с е й с м и ч е с к и х  и т. п. )  р е ж и м а х  д в и ж е н и я  и ст о ч н и к а . П р и  э т о м  в в о л н о в о д а х  и в с л о е  б у д е т  с у щ е с т в о в а т ь  сч етн о е ч и с л о  м е д л е н н ы х  в о л н  с  отр и ц ател ь н о й  эн ер ги ей  ( E \ s )  > * и з м е р я е м о й  п о д в и ж ­н ы м  н а б л ю д а т е л е м .О т м е т и м , что в за д а ч а х  д л я  д в и ж у щ и х с я  с р е д  п о н я т и е  о т р и ц а т е л ь н о й  эн ер ги и  м е д л е н ­н ой  в о л н ы  при с в е р х з в у к о в ы х  р е ж и м а х  я в л я е т с я  д о с т а т о ч н о  у с т о я в ш и м с я  [ 11-15] .  П р е д п о л о ж и м , что с а м а  с р е д а  д в и ж е т с я  о т н о си т е л ь н о  н е п о д в и ж н о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  в л е в о  с  п о с т о я н н о й  с к о р о с т ь ю  w  , а и ст о ч н и к  ф и к с и р о в а н  и л и ш ь  о с ц и л л и р у е т  с  ч а ст о ­той со . П о  ср а в н е н и ю  с за д а ч а м и  В  п о д в и ж н а я  и н е п о д в и ж н а я  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  зд есь к а к  б ы  м е н я ю т с я  м е с т а м и , и тепер ь н е п о д в и ж н о й  с и с т е м о й  к о о р д и н а т  я в л я е т с я  с и с ­тем а X ] , х 2 , х 3 , / , а п о д в и ж н о й  -  с и с т е м а  £ i , £ 2 , £ 3 < т.  И з в е с т н о , что в о  м н о г и х  т а к и х  з а д а ч а х  д л я  д в и ж у щ и х с я  с р е д  о к а з ы в а ю т с я  с п р а в е д л и в ы м и  с о о т н о ш е н и я , ан ал оги чн ы е ф о р м у л а м  (19) -  (21) д л я  задач/? [12, 15]. В эт и х  ф о р м у л а х  тепер ь в р о л и  Е * х в ы с т у ­пает п о л н а я  эн е р ги я  в  с и с т е м е  о т сч е т а , д в и ж у щ е й с я  в м е с т е  с о  с р е д о й , а  в р о л и  Е х -  ■ ’эн е р ги я  в о л н ы "  [12] в  д в и ж у щ е й с я  с р е д е , и зм е р е н н а я  н е п о д в и ж н ы м  н а б л ю д а т е л е м . О т р и ц а т е л ь н о ст ь  вел и ч и н ы  Е х  з д е сь  о з н а ч а е т , что д л я  ф о р м и р о в а н и я  м е д л е н н о й  в о л н ы  п р и  с в е р х з в у к о в ы х  р е ж и м а х  д в и ж у щ а я с я  с р е д а  д о л ж н а  к а к  б ы  м о д е л и р о в а т ь  в себе м н о ж е с т в о  и с т о ч н и к о в  в о б л а с т и  х ,  <  0 . В э т о м  с м ы с л е  м о ж н о  с к а з а т ь , что ср е д а  п ер е д а ет  эн ер ги ю  в о л н е  [13].  О д н а к о  п р и  с п р а в е д л и в о с т и  ф о р м у л  ( 1 9 )  -  (21) и в за­д а ч а х  д л я  д в и ж у щ и х с я  с р е д  б у д е т  у с п е ш н о  р аб отать п р и н ц и п  Э11 и т е м  б о л е е  п р и н ц и п  Э И , с о г л а с у я с ь  с п р и н ц и п о м  п р е д е л ь н о г о  п о г л о щ е н и я  д л я  в с е х  ш е ст и  р а с с м о т р е н н ы х  т и п о в  в о л н .
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A .V . Belokon, A .V . NasedkinE N ER G ET ICS O F  W AVE G E N ER A TED  BY M OVIN G SO U RCESThe expressions for the energy and energy flux vectors for homogeneous waves generated by a moving fluctuating source in continual l.agrangian systems are obtained. Plane, spherical and cylindrical waves as well as waves in waveguides and in a layer are considered. The group velocities of these waves are shown to be the velocities of energy transfer in a moving coordinate system. Energy radiation principles are formu­lated and analyzed. It is pointed out that the energy of a slow wave is negative fora moving observer under supersonic regimes of sources motion.
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