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Рассмотрены особенности генерации упругого излучения на преобразованной частоте при трехволновом взаимодействии в гиротропных средах с квадратичной нелинейностью. Показано, что появление из-за наличия акустической активности эллиптичности волн, распространяющихся в кристалле, приводит к возможности взаимодействия и преобра­зования частоты излучения в тех направлениях, где таковое в негиротропных средах отсутствует. Установлено, что генерация второй гармоники поперечных волн возможна лишь для кристаллов средней категории вдоль и вблизи акустических осей, где в отсутствие гиротропии имеет место низкий порядок касания полостей поверхности волновых векторов.
В последнее десятилетие теоретическому и экспериментальному исследованию 

нелинейных взаимодействий в кристаллах, и в частности генерации упругого 
излучения на преобразованной частоте, посвящен ряд работ 11—4). Однако при 
рассмотрении данного вопроса обычно ограничиваются негиротропными кристал­
лами. В настоящем сообщении рассматривается влияние гиротропии на генерацию 
излучения на преобразованной частоте. Обсуждается возможность коллинсарного 
взаимодействия сдвиговых волн как одной, так и ортогональных поляризаций 
вдоль и вблизи акустических осей, коллинеарных осям симметрии выше второго 
порядка, а также лежащих в плоскости, ортогональной оси четвертого порядка 
в тетрагональных кристаллах, где гиротропия нс подавляется анизотропией и 
экспериментально наблюдаема.

Рассмотрим процесс генерации излучения на преобразованной частоте 
со = со, ±  со2 при смешивании двух волн, для волновых векторов которых полагается
выполненным условие к, = к { ±  к2. Тогда нелинейное уравнение для плоских 
монохроматических волн в акустически гиротропных средах примет вид:

LU  =  (Л +  /G* -  <о2) U  =  -  iU 0lU 02k ,£2N  exp -  /Акт, (1)

^ l k  =  C l j k / C/ C l  =  & t  =  2  ^ j l m b rj m J i J C J C p y

N* =  =
=  C l j k l q r  +  C , J , A r  C U n P j k  +  C i j l f i Jr>

Дк = k -  k,,

где clJth clJk]qr и brjmnp — компоненты тензоров модулей'упругости второго и третьего 
порядка и акустической гирации соответственно, отнесенные к плотности среды, 
G t — вектор акустической гирации, 6  ̂— символы Леви — Чивита и Кронс-

кера, к — волновой вектор волны на преобразованной частоте, a U  = U a  —  векторная 
амплитуда, а — вектор поляризации, N  — вектор вынуждающей силы, U 0I — 
амплитуды взаимодействующих волн, а' равен а или а* соответственно в случае 
генерации излучения суммарной или разностной частоты. Векторы поляризации 
волн на преобразованной частоте полагаются известными и такими, как в505



линейной среде, т. е . как и в случае оптики, определяются соотношениема * а # =  L / S p L  [51- Тогда в приближении заданного поля с учетом  нулевых граничных условий решение нелинейного волнового уравнения (1) представимо в виде
U , =  { -  iU 0[U 01k ,k \ a F  (1 -  ехр  -  гМ „гл) / 
Ъ а р ' ч к ехР -  «>0. ( 2)где Сцк}  =  ctJI/ +  iblJkr> кп, Г  =  — коэффициент преобразования, являю щ ийся длягиротропных сред комплексным параметром и определяющий эффективность генерации. К ак следует из последнего соотношения, коэф ф ициент преобразования равен проекции вектора вы нуждаю щ ей силы на вектор поляризации преобразо­ванной волны и  в общем случае вследствие их комплексности оказывается большим или равным соответствующ ему коэфф ициенту преобразования без учета гиротропии. Взаимодействие будет максимальным, если плоскости векторов по­ляризации и вынуждающ ей силы параллельны , и и х больш ие полуоси, совпа­даю щ ие с соответствующими векторами в отсутствие гиротропии [6 1, коллинсарны. Ортогональность ж е больш их полуосей, к ак , впрочем, и плоскостей вектора поляризации и вынуждающей силы, отнюдь не означает отсутствия преобразования частоты излучения в отличие от нсгиротропных кристаллов, поскольку и в этом случае проекция вектора вынуждающ ей силы на вектор поляризации преобра­зованной волны, а следовательно, и коэффициент Г , мож ет быть отлична от нуля (см ., например, рисунок). Тогда вообще говоря, в гиротропных кристаллах оказывается возможным преобразование частоты излучения и в тех направлениях, для которых в нсгиротропных таковое отсутствует. П олож им  для определенности, что волны на основной и преобразованной частотах распространяются в одном направлении, коллинеарном оси z выбранной системы координат. Тогда выражение(2) можно упростить, и для коллинсарного взаимодействия вектор смещения преобразованного излучения имеет видU  =  {U QXUQ7k xk\ar (1 -  ехр -  i'kz)/i2A k(ov} ехр  i  (kz -  u>/). (3 )Одним из экспериментально наблюдаемых примеров коллинсарного взаимо­действия в нелинейных кристаллах является генерация второй гармоники (см ., например, [2 ]) . Кроме этого, наиболее сильно гиротропия проявляется вдоль и вблизи акустических осей и для сдвиговых волн, поэтому рассмотрение генерации второй гармоники в этих направлениях представляет особый интерес. К ак известно[6 ], сущ ественным следствием наличия гиротропии является устранение касания полостей поверхности ф азовы х скоростей в особых кратных или конических точках. В  результате в направлении акустических осей , совпадаю щ их с осями симметрии выше второго порядка, а  такж е л еж ащ и х в плоскости, ортогональной оси симметрии четвертого порядка, скорости распространения сдвиговых волн в кристалле будут равны =  v0 ±  g , =  с44,  g  =  G n / k 2. Волны в направлении осей оказываю тся циркулярно поляризованными, и их векторы .поляризации, неоднозначно определенные при отсутствии гиротропии, определяются проекто­рами а -а * , где для акустических осей , коллинеарных осям симметрии кристалла выше второго порядка, а =  е, ±  ie2/ V 7 .  Реш ая задачу о генерации излучения на удвоенной частоте, рассмотрим три возможных случая: генерацию волнами правой, левой круговой поляризации и и х взаимодействие. Тогда вектор вы нуж ­дающей силы при распространении звука вдоль оси симметрии третьего порядка в тригональных кристаллах для первых д вух случаев задастся выражением

N ,  =  C b w W w  N  ( С М “  С 444)  ( ±  ' е ! +  е 2) , (4)и коэффициент преобразования r  =  a #N  оказывается отличным от нуля лиш ь при условии, что вектор поляризации преобразованной волны ортогонален век-506



Взаимное расположение векторов вы­нуждающей силы и поляризации волны на преобразованной частоте в случае коллинсарного взаимодействия сдвиго­вых волн одной круговой поляризации вблизи акустической оси, лежащей в плоскости, ортогональной оси симмет­рии четвертого порядка в тетрагональ­ных кристаллах. Орт \\ коллинсарсн акустической оси
торам поляризации волн на основных частотах. Таким образом, волны левой 
круговой поляризации генерируют право циркулярно поляризованное излучение 
и наоборот. Аналогичный вывод для кристалла кварца получен в [7] путем 
непосредственного решения волнового уравнения (1). Для взаимодействия волн 
разной круговой поляризации, как следует из (1 ), N  =  0 , последовательно, 
таковое для указанных волн отсутствует.

Наличие пространственной дисперсии нарушает фазовый синхронизм, так как 
&П|Л((|), +  (о2) Ф клп (а),) +  Ал>я(а>2). Поэтому, как следует из (3), амплитуда гар­
моники является периодической функцией координат в направлении распрост­
ранения волны, т. е. испытывает пространственные биения, период которых, 
например для случая генерации второй гармоники, определяется выражением

х0 =  л /Д £ = лг?0/(о [g  (2 d)) + g  (со) ]. (5)

Величина проекции вектора гирации на акустическую ось, как видно из (1), 
зависит от частоты и, в свою очередь, оказывает влияние на период биений 
амплитуды гармоники х 0. Поскольку g (2(д>) s  2g(o>), учет этой зависимости при­
водит к существенным поправкам в определении х с. Так, для кристалла а-кварца 
на частоте 109 Гц, например, с учетом дисперсии вектора гирации х 0 = 1,32 см, 
без учета же дисперсии период пространственных биений составляет 1,96 см, т. е. 
при этом погрешность достигает 30%.

При рассмотрении генерации излучения на разностной частоте в выражении 
для вынуждающей силы N  следует положить а2' =  а2. Тогда вектор N отличен
от нуля лишь в случае взаимодействия разно поляризованных волн, определяется 
соотношением (4), и при этом генерируемое излучение может иметь как правую, 
так и левую круговую поляризацию. Кроме этого, как следует из (3), вектор 
смещения последнего не зависит от времени. Тогда вдоль оси симметрии третьего 
порядка в тригональных кристаллах возможна генерация стационарного, пере­
менного в пространстве поля.

Рассмотрим теперь преобразование частоты излучения вблизи оси симметрии 
третьего порядка, для определенности положив, что направление распространения 
сдвиговых волн отклонено от последней в плоскости х, = 0  на малый угол 0 .
Тогда, согласно [6 ], соотношение а1 2  = (е| 2 + фС2 |)/>/ГТ™р7  определяет соответ­
ственно медленные и быстрые квазипоперечные волны при 0 > 0  и, наоборот, 
при 0 < 0. Здесь р — эллиптичность волн. Тогда в отличие от рассмотренного 
ранее случая, когда упругое излучение 'распространяется вдоль акустической 
оси, вблизи последней возможно коллинеарное взаимодействие волн как одной, 
так и ортогональных поляризаций. При этом для генерации излучения суммарной507



частоты в первом случае комплексный вектор вынуждающей силы определяется 
соотношением

N  = (с, 4 -  с444) {2/ре, ±  (1 -Ь р2) е2> / V I + р1 ( 6 )

и коэффициент преобразования Г  =  a'N  отличен от нуля как для преобразованной 
волны с такой же поляризацией, что и на основной частоте, так и с ортогональной 
ей поляризацией. Таким образом, если в негиротропных кристаллах в таких 
условиях возможна генерация преобразованного излучения только ортогональной 
поляризации, то в гиротропных — любой, однако с различной эффективностью 
преобразования, которая оказывается выше для волн с ортогональной поляри­
зацией. В случае коллинеарного взаимодействия упругих волн ортогональных 
поляризаций, запрещенного для негиротропных сред, вектор вынуждающей силы

N  =  {(с14 -  с444) (1 -  РУ ( 1  + р2)}е. (7)

и преобразованное излучение также может иметь любую поляризацию. Однако 
эффективность преобразования, а следовательно, и интенсивность излучения на 
преобразованной частоте выше, если последнее поляризовано как медленные (бы­
стрые) квазипоперечные волны при положительных (отрицательных) значениях 0 .

При генерации же излучения на разностной частоте вблизи акустической оси в 
отличие от случая генерации вдоль нее оказывается возможным взаимодействие волн 
одной поляризации. При этом вектор вынуждающей силы определяется соотношением
(7), в котором следует осуществить замену е, -* е2, и преобразованное излучение 
может быть поляризовано так же, как медленная или быстрая сдвиговые волны на 
основной частоте, однако эффективность преобразования в этих двух случаях различна.

В гидротропных тригональных кристаллах вблизи оси третьего порядка воз­
можно также коллинеарное взаимодействие волн ортогональных поляризаций с 
генерацией излучения разностной частоты. При этом вектор вынуждающей силы 
N  определяется соотношением (6 ) с учетом замены е, е2, и коэффициент 
преобразования Г  отличен от нуля. Тогда, как следует из (3), при распространении 
упругих волн вблизи оси симметрии третьего порядка в тригональных кристаллах, 
так же как и вдоль последней, наряду с генерацией второй гармоники имеет 
место другой нелинейный процесс — возникает стационарное, переменное в про­
странстве упругое поле, причем появление его обусловлено коллинеарным вза­
имодействием волн как одной эллиптической поляризации, так и ортогональных.

Соотношения (2), (3) позволяют также проанализировать возможность не­
линейного взаимодействия сдвиговых волн и определить смещение поля преоб­
разованного излучения и для других кристаллов. Как показывает расчет, вектор 
вынуждающей силы N  равен нулю для направлений распространений звуковых 
волн вдоль и вблизи осей симметрии выше третьего порядка в тетрагональных 
и гексагональных кристаллах и ортогонален плоскостям эллипсов поляризации 
сдвиговых волн на основной частоте в случае оси третьего порядка в кубических 
кристаллах. Тогда квазипоперечные волны при распространении в указанных 
направлениях не взаимодействуют друг с другом.

Особый интерес представляют акустические оси, лежащие в плоскости, ор­
тогональной оси симметрии четвертого порядка в тетрагональных кристаллах. 
При распространении звука в указанных направлениях возможно нелинейное 
взаимодействие волн как одной, так и ортогональных круговых поляризаций 
a i,2 =  ( е 2 ± * 0 / ^ 2 . Причем при генерации суммарной частоты в первом случае 
вектор вынуждающей силы является комплексным:

N  =  {(с166 -  с155 +  с66 -  с44) е', +  (си  -  с655) е' 2 ±  1с655е ,}  / 2 , (8 )
где c i66 =  с 166 +  1с„, “  С112 4 с166] sin22(p/4, г;55 = с155 + (с144 -508



c 26 =  c  sin 4(p/4, sin22cp =  4 (c44 -  с „ ) ( с „  -  с44У[С (c„ +  c12) ], с =  c„ -  cu -  2 сш

e,' — орты прямоугольной систекуя координат, ось х  которой совмещена с аку­
стической осью. Тогда вектор смещения преобразованного излучения может быть 
поляризован как любая из сдвиговых волн на основной частоте и определяться 
выражением (3), в котором следует осуществить замену z  -* х .  Эффективность 
преобразования выше в том случае, если векторы г[аа *J и / [ N N ’ 1 образуют 
правый (левый) винт с направлением обращения векторов а и N  соответственно. 
Здесь а — вектор поляризации второй гармоники, совпадающей с вектором по­
ляризации одной из сдвиговых волн. В случае взаимодействия волн ортогональных 
поляризаций вектор вынуждающей силы является действительным и расположен 
в плоскости, ортогональной оси симметрии четвертого порядка:

N  =  {̂ 64 +  Си  + ^ 5 5  +  си )  е', + (С26 +  C6SS) e ' J .  (9)

Тогда преобразованное излучение, как и в предыдущем случае, может быть 
право- или левоциркулярно поляризовано, однако эффективность преобразования 
в этом случае будет меньше, чем при взаимодействии волн одной поляризации.

Кроме того, в направлении акустической оси, лежащей в плоскости симметрии тет­
рагональною кристалла, возможно также взаимодействие волн одной из ортогональных 
поляризаций с генерацией стационарного, переменного в пространстве упругого поля.

Таким образом, гиротропия оказывает существенное влияние на характер 
протекания нелинейных процессов лишь вдоль и вблизи акустических осей с 
низким порядком касания полостей волновых векторов в отсутствие активности 
и для кристаллов средней категории, причем количество разрешенных взаимо­
действий уменьшается с повышением симметрии направления распространения.

Автор выражает глубокую признательность Хаткевичу А . Г. за ряд полезных 
замечаний, высказанных при обсуждении работы.
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C6JS =  (C|44 -  ci5j) sin 4Ф/ 4 . %  =  cM +  c  sin22<p/2,

S . N . KurilkinaO N  F R E Q U E N C Y  T R A N SF O R M A T IO N  O F  E L A S T IC  R A D IA T IO N  IN  A C O U S T IC A L L Y  G Y R O T R O P IC  C R Y S T A L S
Features of elastic radiation generation at a transformed frequency in gyrotropic media with quadratic nonlinearity in the case of three-wave interaction are studied. The rise of waves travelling in a crystal due to ellipticity acoustic activity leads to the possibility of interaction in the direction where these waves do not exist in nongyrotropic media. 509


