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О ДИСКРЕТНОМ СПЕКТРЕ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ 
В СТРАТИФИЦИРОВАННОЙ ДВИЖУЩЕЙ СРЕДЕ

Вычислена асимптотика дискретного спектра звукового поля точечного источника в стратифицированной движущейся среде. Проведено сравнение дискретных спектров поля, полученных в настоящей и предшествующих ей работах.
В последнее время при вычислении звуковых полей в стратифицированных 

движущихся средах (в атмосфере и океане) достаточно широко [1—9] стал 
применяться подход, основанный на выделении дискретного спектра p d или 
волноводной части поля точечного источника. Настоящая статья посвящена 
развитию метода вычисления p d> предложенного в [7 ] для нахождения волноводной 
части поля, и сравнению результатов, полученных в работах [1— 10]. Отмстим, 
что сравнение результатов некоторых из этих работ уже проводилось в статьях 
[1 1 , 1 2 ], однако не со всеми выводами этих статей можно согласиться.

Пусть точечный источник звука частоты (о расположен в точке (х = 0, у = 0, 
z,) декартовой системы координат х, у, z, ось z которой направлена вертикально 
вверх. Будем считать, что адиабатическая скорость звука c(z), плотность p(z) и 
вектор скорости движения среды v(z), вертикальная составляющая которого равна 
нулю, зависят только от z. Тогда поле р ( г, z) рассматриваемого точечного 
источника определяется соотношениями (см. [2 , 13])

Р  (r- z) =  ( ) “  /  /  ( 1 -  ™  z). (1)

Здесь r =  (x, y), p, = p(z,), x — горизонтальная составляющая волнового вектора,
функция /Г(х, z) равна% ,  Р\ (*> z >) Р г  (*> 2<) (2 )р ( х - 2) = — л ж ( х Г 2;>— ’
где z> =  шах (z„ z), z K = min(z,, z), вронскиан W  = p ^ d p j d z )  — p 2( d p j d z ) .  Фун­
кции p, и p 2 являются решениями уравнения

<?Риг , г  С®-- X V )2 -.2 X V ”

dz> + L е-
X

0) — X V

+  sL X V 1 . р "
- ! ( £ ) * ] *

Т
р  О) —  X V  2 р

и удозлетворяют условиям излучения или граничным условиям соответственно 
при z > z, и z < z,. В (3) штрих над р и v означает производную по z. В 
соотношениях (1 ) и (3) считаем, что а> *  xv.

Обозначим через ф угол между векторами х  и г, а через ф (z) — угол между 
v(r) и г. Переходя в (1) к интегрированию по х  и ф, получаем3 *2  со

Р =  /  /  d y e f " ™ *  А  (х, ф, z) р  (х, ф, z), (4 )о522



Контуры интегрирования на комплексной плоскости. Стрелками указано направле­ние обхода контуров при ин­тегрировании
где Л  =  х  (р/р, ) 1'2 [1 — xvcos (ф — ф)/о> ]. Представим р  в виде суммы р  = р ([) + р ° \  
где р {1) и р а) определяются выражением (4), в котором интегрирование по ф осуще­
ствляется соответственно в пределах —л/2 < ф  < л/2 и л/2 < ф < Зл/2. Обозначим 
через / интеграл по х в (4). Рассмотрим комплексную плоскость х, где 
х =  х' +  /х", в которой этот интеграл вычисляется вдаль действительной полуоси. 
Если ввести малое поглощение в среде, то полю са  подынтегрального выражения 
сместятся с пути интегрирования в первый или четвертый квадранты комплексной 
плоскости.

При вычислении р(|) дополним I  интегралом по части бесконечно удаленной 
окружности L, и интегралом по мнимой полуоси Г, положительных значений х " ,  
а при вычислении р а> — интегралом по части бесконечно удаленной окружности 
/>2 и интегралом по мнимой полуоси Г2 отрицательных значений х "  (см. рисунок). 
Используя теорему о вычетах, выразим I  через эти интегралы, а также через 
интегралы по берегам В х и В 2 возможных разрезов и сумму вычетов. Подставляя 
значения / в выражения для полей р  :) и р а \  суммируя эти поля и учитывая, что 
интегралы по L, и ^  равны нулю, находим

Здесь суммы берутся по всем полюсам хч и хт функции р  соответственно в 
первом и четвертом квадрантах комплексной плоскости, А у =  Л  (ху, ф , z), где 
индекс у принимает значения индексов п  и т , Resp, =  Rcsp (ху, ф, z) —- вычет 
р  в точке хг Полюса ху определяются из условия

из которого следует, что в движущейся среде ху зависят от ф.
Рассмотрим слагаемые в правой части (5). Из дальнейшего следует, что при 

ху' г »  1 интегралы по Г, и Г2 не дают вклад в асимптотику дискретного спектра 
р г. Интегралы по /i, и В 2 дают вклад в непрерывный спектр поля. Сумму  
остальных слагаемых в (5) будем называть асимптотикой дискретного спектра p d:

(5)

W  (>V Ф, 2) =  О, (6)

P , = l P . + I p m= 2 n i  X  /  К  Res р п -
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(7)3*2- 2 л г  2  /  d<Ve‘ *’n 'c°' p A mR e s p m,
т JV2а  п о л я  рп и  рт, с о о т в е т с т в у ю щ и е  в ы ч е т а м  р в  т о ч к а х  х „  и  хт >—  а с и м п т о т и к а м и  н о р м а л ь н ы х  в о л н  ( м о д ) .И с п о л ь з у я  м е т о д  с т а ц и о н а р н о й  ф а з ы , в ы ч и с л и м  в  (7 ) и н т е г р а л ы  п о  ср. Д л я  э т о г о  в е л и ч и н ы  х у п р е д с т а в и м  в  в и д е  ху =  х /  +  ix y"  и  п р е д п о л о ж и м , ч т о  х / » 1 х у" 1 .  В  (7 ) ф а з о в ы е  ф у н к ц и и  п о д ы н т е г р а л ь н ы х  в ы р а ж е н и й  р а в н ы  Ф у =  х / г с о 8  Ф , п р и ч е м  х / г » 1 .  Т о ч к и  с т а ц и о н а р н о й  ф а з ы  <р; н а х о д я т с я  и з  у с л о в и й  д Ф / д<ру =  0 .  П о д с т а в л я я  в  э т и  р а в е н с т в а  з н а ч е н и я  Ф у, п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  д л я  н а х о ж д е н и я  у г л а  (ру м е ж д у  г о р и з о н т а л ь н ы м  в о л н о в ы м  в е к т о р о м  х у н о р м а л ь н о йв о л н ы  и  г о р и з о н т а л ь н ы м  н а п р а в л е н и е м  о т  и с т о ч н и к а  к т о ч к е  н а б л ю д е н и я  ( в е к ­т о р о м  г ) :

В ы ч и с л я я  в (7 ) и н т е г р а л ы  м е т о д о м  с т а ц и о н а р н о й  ф а з ы  и  о г р а н и ч и в а я с ь  п е р в ы м  ч л е н о м  а с и м п т о т и ч е с к о г о  р я д а  п о  м а л о м у  п а р а м е т р у  1 / х / г , п о л у ч а е м  и с к о м о е  в ы р а ж е н и е  д л я  а с и м п т о т и к и  д и с к р е т н о г о  с п е к т р а
Pd =  i ( 2 n f 1 V/A  t y j r  2) R c s  - %  z ) .  (9)

I y J /З д е с ь  x y =  x y ((p =  <py) ,  с у м м а  б е р е т с я  п о  в с е м  п о л ю с а м  ф у н к ц и и  р  в  п е р в о м  и ч е т в е р т о м  к в а д р а н т а х , vy =  1 в п е р в о м  и  v; =  —  1 в ч е т в е р т о м  к в а д р а н т а х  в е л и ч и н ы  / у и  Sj р а в н ы
J / =  I д2Ф / д у )\, sy =  sgn (а2Фу/асру2), (Ю)гд е
В с е  м о д ы  д и с к р е т н о г о  с п е к т р а  (9) э к с п о н е н ц и а л ь н о  з а т у х а ю т  п р и  у в е л и ч е н и и  г, т а к  к а к  в п е р в о м  к в а д р а н т е  * „ " > 0 ,  c o s  < р „> 0 , а  в  ч е т в е р т о м  к в а д р а н т е  х т " < 0 ,  c o s  <рт  <  0 .  Ф а з о в ы е  с к о р о с т и  м о д  рп и  рт н а п р а в л е н ы  с о о т в е т с т в е н н о  о т  и с т о ч н и к а  и  к  и с т о ч н и к у . В  н е п о д в и ж н о й  с р е д е  м о д ы  рт н е  у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и ю  и з л у ч е н и я . В  д в и ж у щ е й с я  ж е  с р е д е  э т и  м о д ы , в о о б щ е  г о в о р я , м о г у т  у д о в л е т в о р я т ь  у с л о в и ю  и з л у ч е н и я , и  и х  н е о б х о д и м о  у ч и т ы в а т ь  [ 1 4 ] .Д о с т а т о ч н о  п р о с т ы е  с о о т н о ш е н и я  (8 ) —  ( 1 1 ) ,  п о з в о л я ю щ и е  о п и с а т ь  п о л е  в а т м о с ф е р н о м  и л и  о к е а н и ч е с к о м  в о л н о в о д а х , а  т а к ж е  п о л е  в  з о н е  т е н и , п о л у ч е н ы  п р и  у с л о в и я хх / г »  1 и  х /  »  I х у"  I .  (12)П р и  х у' ~  к' п е р в о е  и з  э т и х  н е р а в е н с т в  с в о д и т с я  к  н е р а в е н с т в у  г  »  X , к о т о р о е  в ы п о л н я е т с я  у ж е  н а  н е б о л ь ш и х  р а с с т о я н и я х  о т  и с т о ч н и к а .  В т о р о е  и з  н е р а ­в е н с т в  ( 1 2 ) ,  к а к  п р а в и л о , т а к ж е  м о ж н о  с ч и т а т ь  в ы п о л н е н н ы м , п о с к о л ь к у  п р и  х у'< 1 х у" 1  м о д ы  б ы с т р о  з а т у х а ю т  п р и  у в е л и ч е н и и  г  и  н с  д а ю т  з а м е т н о г о  в к л а д а  в  pd-И з л о ж е н н ы й  в ы ш е  п р и б л и ж е н н ы й  м е т о д  в ы ч и с л е н и я  и н т е г р а л о в  п о  х  в в ы р а -Соотношение ху'~А: справедливо не для всех мод. Однако оно, как правило, выполняется длямод, которые дают наибольший вклад в звуковое поле*в атмосферном (океаническом) волноводе или в поле в зоне тени.524



ж с н и я х  д л я  р ш  и  р а) х о р о ш о  и з в е с т е н  в л и т е р а т у р е . Э т о т  м е т о д  п р и м е н я л с я  в п е р в ы х  р а б о т а х  ( с м .,  н а п р и м е р , 11 5 , 1 6 ) ) ,  в  к о т о р ы х  н а х о д и л а с ь  а с и м п т о т и к а  в с л о и с т о й  н е п о д в и ж н о й  с р е д е . П р и  v =  0  и з ( 8 ) — (11) и м е е м

В  н а с т о я щ е е  в р е м я  в а к у с т и к е  н е п о д в и ж н ы х  с л о и с т ы х  с р е д  о б щ е п р и н я т  д р у г о й , т о ч н ы й  м е т о д  н а х о ж д е н и я  д и с к р е т н о г о  с п е к т р а  pdi п р и в о д я щ и й  к  с л е ­д у ю щ е м у  в ы р а ж е н и ю  д л я  pd\

р л =  ( Ы г ( -Р- ) W 2  (*/) х„ Res /7 (х„, z), (14)
гд е  [ —  ф у н к ц и я  Х а н к е л я .  П р и  в ы п о л н е н и и  н е р а в е н с т в  (1 2 ) а с и м п т о т и к а  
Н ф  (х „г) с о в п а д а е т  с  в ы р а ж е н и е м , с т о я щ и м  в  к в а д р а т н ы х  с к о б к а х  в ( 1 3 ) .Т а к и м  о б р а з о м , в ы р а ж е н и е  ( 1 3 ) ,  п о л у ч е н н о е  п р и  п р е н е б р е ж е н и и  и н т е г р а л а м и  п о  м н и м ы м  п о л у о с я м , д е й с т в и т е л ь н о  я в л я е т с я  а с и м п т о т и к о й  д и с к р е т н о г о  с п е к т р а( 1 4 ) .  П о э т о м у  с л е д у е т  о ж и д а т ь , ч т о  и в ы р а ж е н и е  (9 ) я в л я е т с я  а с и м п т о т и к о й  д и с к р е т н о г о  с п е к т р а  з в у к о в о г о  п о л я  в  д в и ж у щ е й с я  с р е д е . В  п р и н ц и п е  э т о  м о ж н о  д о к а з а т ь , о ц е н и в  и н т е г р а л ы  п о  м н и м ы м  п о л у о с я м  Г , и  Г 2 п о д о б н о  т о м у , к а к  э т о  д е л а е т с я  в  | 1 6 ]  д л я  с л у ч а я  v  =  0 .  О д н а к о  п р о щ е  в о с п о л ь з о в а т ь с я  п о л у ч е н н ы м  н е д а в н о  [ 8 , 9 ]  т о ч н ы м  в ы р а ж е н и е м  д л я  pd и  и с х о д я  и з  н е г о  п о к а з а т ь , ч т о  (9) д е й с т в и т е л ь н о  я в л я е т с я  а с и м п т о т и к о й  д и с к р е т н о г о  с п е к т р а .А с и м п т о т и к а  д и с к р е т н о г о  с п е к т р а  в ы с о к о ч а с т о т н о г о  п о л я  т о ч е ч н о г о  и с т о ч н и к а , р а с п о л о ж е н н о г о  н а д  п о в е р х н о с т ь ю  з е м л и  в д в и ж у щ е й с я  а т м о с ф е р е , п о - в и д и м о м у , в п е р в ы е  б ы л а  п р и б л и ж е н н о  в ы ч и с л е н а  в  р а б о т е  [1 0  ). В  э т о й  р а б о т е  в и н т е г р а л ь н о м  п р е д с т а в л е н и и  п о л я  (4 ) с н а ч а л а  м е т о д о м  с т а ц и о н а р н о й  ф а з ы  в ы ч и с л я л с я  и н т е г р а л  п о  ф . П р и  н а х о ж д е н и и  ж е  и н т е г р а л о в  п о  х  к о н т у р ы  и н т е г р и р о в а н и я  з а м ы к а л и с ь  в п е р в о м  и  ч е т в е р т о м  к в а д р а н т а х  к о м п л е к с н о й  п л о с к о с т и  ( с м . р и с у н о к )  и ,  к р о м е  т о г о , п р е д п о л а г а л о с ь , ч т о  п о л ю с о в  хт н е т . В  р е з у л ь т а т е  д л я  pd п о л у ч а л и  в ы р а ж е н и е

pd =  i ( 2 л ) *  2  л  t P z)- R e s  р  К 0)- 0 ,  г ) . (15)
г д е  х(п0) =  х я(ф  =  0 )  —  п о л ю с ы  ф у н к ц и и  р ( х ,  0 ,  z ) .  З д е с ь  и  д а л е е  ф о р м у л ы  и  в ы ­р а ж е н и я , п о л у ч е н н ы е  в  д р у г и х  р а б о т а х , з а п и с ы в а е м  в  н а ш и х  о б о з н а ч е н и я х .В  (4 ) ф у н к ц и я  р ( х ,  ф , z) п р и  о п р е д е л е н н ы х  з н а ч е н и я х  х  и  ф  и м е е т  п о л ю с ы . П о э т о м у ,  е с л и  в (4 )  с н а ч а л а  м е т о д о м  с т а ц и о н а р н о й  ф а з ы  в ы ч и с л я т ь  и н т е г р а л  п о  ф , т о  у с л о в и я  п р и м е н и м о с т и  э т о г о  м е т о д а  н с  в ы п о л н я ю т с я . Т а к и м  о б р а з о м ,(1 5 )  н е л ь з я  с ч и т а т ь  т о ч н ы м  в ы р а ж е н и е м  д л я  а с и м п т о т и к и  pd. И з  с р а в н е н и я  в ы р а ж е н и я  (1 5 )  с  п р а в и л ь н ы м  в ы р а ж е н и е м  (9) д л я  а с и м п т о т и к и  pd с л е д у е т , ч т о  э т и  в ы р а ж е н и я  с о в п а д а ю т , е с л и  и н д е к с  j  п р и н и м а е т  з н а ч е н и я  и н д е к с а  л ,  а  Ф„ =  0. К  =  *<0)> д \ ' / д ф* =  0.К о г д а  в (9 ) м о ж н о  с ч и т а т ь , ч т о  э т и  р а в е н с т в а  п р и б л и ж е н н о  в ы п о л н я ю т с я , з а в и с и т  о т  к о н к р е т н о й  з а д а ч и . В  р а б о т е  [7  | б ы л о  р а с с м о т р е н о  р а с п р о с т р а н е н и е  в ы с о к о ч а с т о т н о г о  з в у к о в о г о  п о л я  в п р и п о в е р х н о с т н о м  в о л н о в о д е . Д л я  э т о й  з а д а ч и  б ы л  п о л у ч е н  к о н к р е т н ы й  в и д  у р а в н е н и я  ( 8 ) ,  ( с м . (2 1 )  и з  [ 7 ) ) .  И з  э т о г о  у р а в н е н и я  с л е д у е т , ч т о  е с л и  v / c ~  1 , т о  у г о л  ф я м о ж е т  б ы т ь  п о р я д к а  л / 2 ,  т а к  ч т о  а м п л и т у д ы  и  ф а з ы  м о д  д и с к р е т н ы х  с п е к т р о в  (9 ) и  ( 1 5 ) ,  в о о б щ е  г о в о р я , с у щ е с т в е н н о  о т л и ­ч а ю т с я . Е с л и  ж е  v / c  «  1 , т о  у г о л  ф я в с е г д а  м а л  <ря =  —  (у/с)sin\|>. В  э т о м  с л у ч а е  ф а з а  Ф „  =  х яг  c o s  ф я м о д  с п е к т р а  (9 ) с  т о ч н о с т ь ю  д о  ч л е н о в  п о р я д к а  v / с  р а в н а  
ф п =  х^0,г  и  с о в п а д а е т  с  ф а з о й  м о д  с п е к т р а  ( 1 5 ) .  ( З д е с ь  м ы  у ч л и ,  ч т о  с  т о ч н о с т ь ю  д о  ч л е н о в  п о р я д к а  v / c  с п р а в е д л и в о  р а в е н с т в о  х я =  xj,0), к о т о р о е  с л е д у е т  и з  у р а в ­н е н и я  (17) р а б о т ы  [ 7 ] ,  а н а л о г и ч н о г о  н а ш е м у  у р а в н е н и ю  ( 6 ) .  Д а л е е , п р и  v / c «  1525



и з  [7  J  с л е д у е т , ч т о  ( 1 / х / )  ( д \ ' / dy2 3n)~ v / c .  П о э т о м у  в  (9 ) / „  *  х „ 'г  +  0 ( v / c ) ,  так ч т о  а м п л и т у д ы  м о д  с п е к т р о в  (9 ) и  (1 5 )  о т л и ч а ю т с я  т о л ь к о  ч л е н а м и  п о р я д к а  
v/с. О д н а к о  э т и  ч л е н ы  п р и в о д я т  л и ш ь  к  н е з н а ч и т е л ь н о м у  и з м е н е н и ю  а м п л и т у д ы  и  и м и  с  х о р о ш е й  т о ч н о с т ь ю  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь . Т а к и м  о б р а з о м , д л я  р а с с м а т р и ­в а е м о й  з а д а ч и  2 с  т о ч н о с т ь ю  д о  ч л е н о в  п о р я д к а  v/c  ф а з ы  м о д  д и с к р е т н ы х  с п е к т р о в(9 ) и  (1 5 )  с о в п а д а ю т , а  н е с у щ е с т в е н н ы м  о т л и ч и е м  и х  а м п л и т у д  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь .В  с т а т ь я х  ( 1 — 6 ]  д и с к р е т н ы й  с п е к т р  з в у к о в о г о  п о л я  о п р е д е л я л с я  с  т о ч н о с т ь ю  д о  ч л е н о в  п о р я д к а  v / c .  В  э т и х  с т а т ь я х , т а к  ж е  к а к  и  в  [ 1 0 ] ,  в  ( 4 )  с н а ч а л а  м е т о д о м  с т а ц и о н а р н о й  ф а з ы  в ы ч и с л я л с я  и н т е г р а л  п о  ф . И н т е г р а л  ж е  п о  х  р а с п р о с т р а н я л с я  н а  в с ю  д е й с т в и т е л ь н у ю  о с ь ,  п о с л е  ч е г о  к о н т у р  и н т е г р и р о в а н и я  з а м ы к а л с я  в  в е р х н е й  п о л у п л о с к о с т и  к о м п л е к с н ы х  з н а ч е н и й  х .  В  р е з у л ь т а т е  д л я  
pd п о л у ч а л и  в ы р а ж е н и е  ( 1 5 ) . ( Д л я  п р о с т о т ы  р а с с м а т р и в а е м  л и ш ь  м о д ы  р п.)  И з  п р и в е д е н н о г о  в ы ш е  с р а в н е н и я  с п е к т р о в  (9 ) и  (1 5 )  с л е д у е т , ч т о  в  т е х  с л у ч а я х ,  к о г д а  в  [1 — 6 ]  р е ш а л а с ь  з а д а ч а  о  р а с п р о с т р а н е н и и  в ы с о к о ч а с т о т н о г о  п о л я  в п р и п о в е р х н о с т н о м  в о л н о в о д е  2,  с  р а с с м о т р е н н о й  в э т и х  р а б о т а х  т о ч н о с т ь ю  ф а з ы  м о д  б ы л и  в ы ч и с л е н ы  п р а в и л ь н о , а  в  и х  а м п л и т у д а х  н е  б ы л и  у ч т е н ы  т о л ь к о  н е с у щ е с т в е н н ы е  ч л е н ы  п о р я д к а  v/c.П р е н е б р е ж е н и е  ч л е н а м и  п о р я д к а  v/c  в ф а з е  м о д , к о т о р о е  д е л а л о с ь  в  [ 1 — 6 ] ,  м о ж е т  п р и в е с т и  к  з н а ч и т е л ь н о м у  и с к а ж е н и ю  ф а з ы  у ж е  н а  н е б о л ь ш и х  р а с с т о я н и я х  о т  и с т о ч н и к а . П о э т о м у  в [ 7 ]  р а с с м о т р е н н ы м  в  н а с т о я щ е й  р а б о т е  м е т о д о м  в о л ­н о в о д н а я  ч а с т ь  в ы с о к о ч а с т о т н о г о  п о л я  в  п р и п о в е р х н о с т н о м  в о л н о в о д е  б ы л а  в ы ­ч и с л е н а  с  л ю б о й  т о ч н о с т ь ю  п о  v/c. В  р а б о т е  [7  ] п о л у ч е н ы  т а к ж е  о б щ и е  ф о р м у л ы(7 ) — ( 1 1 ) '  д л я  а с и м п т о т и к и  pd д л я  с л у ч а я ,  к о г д а  м о д ы  рт н е  в о з б у ж д а ю т с я .Т о ч н ы е  м е т о д ы  в ы ч и с л е н и я  pd в  с т р а т и ф и ц и р о в а н н о й  д в и ж у щ е й с я  с р е д ер а з в и т ы  в м о н о г р а ф и и  [8 ] и  с т а т ь е  [9  ]. В  э т и х  р а б о т а х , т а к  ж е  к а к  и в  [7  ], в  п р а в о й  ч а с т и  (4 ) с н а ч а л а  н а х о д и л и  и н т е г р а л  п о  х ,  а  у ж е  з а т е м  м е т о д о м  с т а ц и о н а р н о й  ф а з ы  в ы ч и с л я л и  и н т е г р а л  п о  ф . О д н а к о  в о т л и ч и е  о т  [ 7 ]  в  [ 9 ]  п р и  в ы ч и с л е н и и  и н т е г р а л а  п о  х  и с п о л ь з о в а л и с ь  ф о р м у л ы  С о х о ц к о г о ,  а  в [8 )  э т о т  и н т е г р а л  р а с п р о с т р а н я л с я  н а  в с ю  д е й с т в и т е л ь н у ю  о с ь ,  п о с л е  ч е г о  к о н т у р  и н т е г р и р о в а н и я  з а м ы к а л с я  в  в е р х н е й  п о л у п л о с к о с т и . П р и  в ы п о л н е н и и  н е р а в е н с т в(1 2 )  а с и м п т о т и к и  д и с к р е т н ы х  с п е к т р о в , н а й д е н н ы х  в  | 8 ]  и  [ 9 ] ,  с о г л а с у ю т с я  с в ы р а ж е н и е м  ( 9 ) .  З а м е т и м , ч т о  м о д а м  рт в  1 8 ] ( с м . т а к ж е  [ 1 1 ] )  с о о т в е т с т в у ю т  м о д ы  R c x y <  0 ,  I m x y >  0 ,  ф а з о в ы е  с к о р о с т и  к о т о р ы х  н а п р а в л е н ы  к  и с т о ч н и к у .В  [ 1 1 ,  1 2 ]  п р о в о д и л о с ь  с р а в н е н и е  р е з у л ь т а т о в , п о л у ч е н н ы х  в м о н о г р а ф и и[ 8 ]  и  п р е д ш е с т в у ю щ и х  е й  р а б о т а х  [ 1 , 4 ,  5 ,  7 ] .  О т н о с и т е л ь н о  [ 1 ,  4 ,  5 ]  в  [ 1 1 ]  с п р а в е д л и в о  о т м е ч е н о , ч т о  в н и х  б ы л а  п о л у ч е н а  ф о р м у л а  (1 5 ) и  ч т о  н е  в ы п о л н я е т с я  у с л о в и е  п р и м е н и м о с т и  м е т о д а  с т а ц и о н а р н о й  ф а з ы , п р и м е н я в ш е г о с я  в  э т и х  р а б о т а х  п р и  в ы ч и с л е н и и  и н т е г р а л а  п о  ф . Н е с м о т р я  н а  н е в ы п о л н е н и е  э т о г о  у с л о в и я  в « с л у ч а е  м е д л е н н ы х  д в и ж е н и й  с р е д ы , к о т о р ы й  т о л ь к о  и  р а с с м а т р и в а л с я  в [ 1 ,  5 ] ,  ф о р м у л а  ( 1 5 ) »  м а л о  о т л и ч а е т с я  о т  ( 9 ) ,  т а к  ч т о  « о с н о в н ы е  в ы в о д ы  о  в л и я н и и  н а  р а с п р о с т р а н е н и е  з в у к а  в е т р а  в  а т м о с ф е р е  и  т е ч е н и й  в  о к е а н е  в  р а с с м о т р е н н ы х  в  [ 1 , 5 ]  с л у ч а я х  с о х р а н я ю т  с и л у »  ( с м . [ 1 1 ] ) .  ( З д е с ь  и  д а л е е  в с е  ц и т а т ы  р а б о т ы  [11 ] в з я т ы  с о  с т р . 6 3 4 .)  С о г л а ш а я с ь , с  у ч е т о м  с н о с к и  2,  с  п р и в е д е н н ы м и  у т в е р ­ж д е н и я м и , з а м е т и м , ч т о  о н и  в  п о л н о й  м е р е  о т н о с я т с я  и  к  р а б о т е  [ 4 ] ,  в  к о т о р о й  п р и  в ы в о д е  ф о р м у л ы  (1 5 )  н и г д е  н е  о т м е ч а е т с я , ч т о  о н а  с п р а в е д л и в а  с  л ю б о й  т о ч н о с т ь ю  п о  v / c ,  а  н а  в т о р о й  с т р а н и ц е  э т о й  р а б о т ы  у к а з а н о , ч т о  в ы ч и с л е н и я  п р о в о д я т с я  с  т о ч н о с т ь ю  д о  ч л е н о в  п о р я д к а  v / c .В  [11 ] т а к ж е  о т м е ч а е т с я , « ч т о  ф а з о в ы е  и  г р у п п о в ы е  с к о р о с т и  м о д »  д и с к р е т н о г о  с п е к т р а  (1 5 )  « в с е г д а  п а р а л л е л ь н ы . Э т о  я в н о  п р о т и в о р е ч и т  и з в е с т н о м у  э ф ф е к т у  с н о с а  з в у к а  п о т о к о м » . Х о т я  э т и  у т в е р ж д е н и я  п р а в и л ь н ы е , к о н т е к с т , в  к о т о р о м  о н и  п р и в е д е н ы , м о ж е т  с о з д а т ь  у  ч и т а т е л я  н е в е р н о е  п р е д с т а в л е н и е  о  р а б о т а х  [ 1 ,

2 Для задач, отличных от распространения высокочастотного поля в приповерхностном волноводе, соответствие между дискретными спектрами (9) и (15) должно проводиться, строго говоря, исходя из конкретного вида уравнений (6) и (8) для этих задач (см. Приложение).
3 Формула (9) записана в [7] для рассмотренной в ней конкретной задачи.526



4 , 5 ] .  Э т о г о  н е  б ы л о  б ы , е с л и  б ы  в  у к а з а н н о м  м е с т е  т е к с т а  б ы л о  о т м е ч е н о , ч т о  с р а с с м а т р и в а е м о й  в  ( I ,  4 ,  5 ]  т о ч н о с т ь ю  ф а з о в ы е  и  г р у п п о в ы е  с к о р о с т и  в с е г д а  п а р а л л е л ь н ы , т а к  ч т о  н и к а к о г о  п р о т и в о р е ч и я  н с  в о з н и к а е т .Н а к о н е ц ,  в  [ 1 2 J  н а  с т р . 1 0 0 5  п р и  р а с с м о т р е н и и  а с и м п т о т и к и  pd в  о д н о р о д н о м  в о л н о в о д е , в  к о т о р о м  v  =  c o n s t ,  ч и т а е м : « Е с л и  ж е  в ы ч и с л я т ь  а с и м п т о т и к у  п о л я , с л е д у я  р а б о т а м  [ 1 , 4 ,  5 1 , т о . . .  о ш и б к а  в  ф а з е  м о д ы  н е о г р а н и ч е н н о  р а с т е т  с р о с т о м  г » . Э т о  у т в е р ж д е н и е  н е с п р а в е д л и в о , п о с к о л ь к у  с  р а с с м о т р е н н о й  в [ 1 , 4 , 5 J  т о ч н о с т ь ю  ф а з а  м о д  б ы л а  в ы ч и с л е н а  п р а в и л ь н о .П р и  с р а в н е н и и  р е з у л ь т а т о в , п о л у ч е н н ы х  в  [ 7 ]  и  [ 8 ] ,  п р е ж д е  в с е г о  о т м е т и м , ч т о  е с л и  р а с с м а т р и в а ю т с я  т о л ь к о  м о д ы  рпУ т о  ф о р м у л ы  ( 1 5 .6 5 -—6 8 ) в  [8 ] и л и( 1 1 ) — (1 4 )  в  [ 1 1 ] ,  о п р е д е л я ю щ и е  э т и  м о д ы , п о л н о с т ь ю  с о в п а д а ю т  с  ф о р м у л а м и(7) — ( 1 1 ) ,  п о л у ч е н н ы м и  3 р а н е е  в ( 7 1 .  Н е с к о л ь к о  д р у г и м и  с л о в а м и , э т о  с о в п а д е н и е  о т м е ч а е т с я  в [ 1 1 ]  н а  с т р . 6 3 4 .О д н а к о  з д е с ь  ж е  ч и т а е м , ч т о  в [7  ] н е п р а в и л ь н о  « у т в е р ж д а е т с я , ч т о  . . .  в е с ь  д и а п а з о н  л / 2 < < р < З л / 2  в (4 ) н е  д а е т  в к л а д а  в д и с к р е т н ы й  с п е к т р » ,- в с л е д с т в и е  ч е г о  « о ш и б о ч н о  о т с у т с т в у ю т  м о д ы , д л я  к о т о р ы х  R e x ;< 0 , 1 ш х у> 0 »  ( п р и  н а ш е м  р а с с м о т р е н и и  —  м о д ы  р т ) .  В  д е й с т в и т е л ь н о с т и  ж е  в [ 7 )  н а  с т р . 1 2 0 7  э т о  у т в е р ­ж д е н и е  ф о р м у л и р у е т с я  п о  д р у г о м у :  « и з  д а л ь н е й ш е г о  с л е д у е т , ч т о  п о л ю с ы  х ;л е ж а т  в  в е р х н е й  п о л у п л о с к о с т и  х » .  З д е с ь  п о д  « д а л ь н е й ш и м »  о д н о з н а ч н о  п о д р а ­з у м е в а ю т с я  в ы р а ж е н и я  (1 8 )  и  (1 9 )  и з  [ 7 ]  д л я  г о р и з о н т а л ь н ы х  в о л н о в ы х  ч и с е л  х ; в ы с о к о ч а с т о т н о г о  п о л я  в  п р и п о в е р х н о с т н о м  в о л н о в о д е , и з  к о т о р ы х  с л е д у е т , ч т о  х ; р а с п о л о ж е н ы  в  п е р в о м  к в а д р а н т е . П о э т о м у  в  [7 1  д е й с т в и т е л ь н о  о т с у т с т в у ю т  м о д ы  рт1 н о  н е  о ш и б о ч н о , к а к  у к а з а н о  в  [ 1 1 ] ,  а  п о т о м у , ч т о  в  р а с с м о т р е н н о й  в  [7  J к о н к р е т н о й  з а д а ч е  о н и  н е  в о з н и к а ю т .К р о м е  т о г о , в  [ 1 1 ]  ч и т а е м , ч т о  в  [7 1  н е п р а в о м е р н о  « у т в е р ж д а е т с я , ч т о  и н т е г р а л  п о  Г , . -  н с  д а с т  в к л а д а  в  д и с к р е т н ы й  с п е к т р » , в с л е д с т в и е  ч е г о  « п р и  v  =  0  (7 ) н е  с в о д и т с я  к  и з в е с т н о й  ф о р м у л е  ( 1 4 ) ,  в м е с т о  л о г а р и ф м и ч е с к о й  о с о ­б е н н о с т и  з в у к о в о г о  д а в л е н и я  в  н о р м а л ь н о й  в о л н е  п р и  г  -*  0  (7 )  п р е д с к а з ы в а е т  е г о  с т р е м л е н и е  к  к о н е ч н о м у  п р е д е л у » . ( В  н е с к о л ь к о  д р у г о м  в и д е  э т а  ц и т а т а  п о в т о р я е т с я  в [ 1 2 ]  н а  с т р . 1 0 0 4 ) . Э т а  к р и т и к а  р е з у л ь т а т о в  с т а т ь и  [ 7 ]  в ы з в а н а  н е д о с т а т к а м и  в  е е  и з л о ж е н и и . В  [7 1  п р и  в ы в о д е  ф о р м у л  (8 )  — ( 1 1 )  с п р а в е д л и в о  о т м е ч а л о с ь , ч т о  в о л н о в о д н а я  ч а с т ь  п о л я  в ы ч и с л я е т с я  п р и  х л' г »  1.  О д н а к о  н ан е о б х о д и м о с т ь  в ы п о л н е н и я  э т о г о  н е р а в е н с т в а  н у ж н о  б ы л о  у к а з а т ь  и  п р и  в ы в о д е  ф о р м у л ы  ( 7 ) ,  а  т а к ж е  д а т ь  с с ы л к и  н а  р а б о т ы  [ 1 5 ,  1 6 1 ,  в  к о т о р ы х  и с п о л ь з о в а л с я  с х о ж и й  м е т о д  в ы ч и с л е н и я  а с и м п т о т и к и  pd в  н е п о д в и ж н о й  с р е д е . Т о г д а  б ы  б ы л о  о ч е в и д н о , ч т о  в к л а д о м  и н т е г р а л о в  п о  Г ,  2 в  pd м о ж н о  п р е н е б р е ч ь ;  п р и  v  =  0  в ы р а ж е н и е  (7 ) с о в п а д а е т  с  а с и м п т о т и к о й  в ы р а ж е н и я  ( 1 4 ) ;  п р и  г -*  0  (7 )  н е  о п и с ы в а е т  pd.В  з а к л ю ч е н и е  у к а ж е м  н а  р а б о т у  [ 1 7 ] ,  в к о т о р о й  п р и  о б с у ж д е н и и  в о з б у ж д е н и я  н о р м а л ь н ы х  в о л н  в  с л о и с т о й  д в и ж у щ е й с я  с р е д е  н а  с т р . 1 0 8 4  н а п и с а н о : « р е ш е н и е  э т о й  з а д а ч и , п р е д л о ж е н н о е  в  [ 1 8 ,  1 9 1 ,  о ш и б о ч н о » . З а м е т и м , ч т о  в  о б з о р е  [ 1 8 ]  и  л е к ц и я х  [ 1 9 ]  ( с м . §  2 .4 ,  2 .5  и з  [1 91 )  и з л о ж е н ы  р е з у л ь т а т ы  р а б о т  [ 2 , 7 ,  5 ] ,  в  к о т о р ы х  б ы л о  п р е д л о ж е н о  н е  « о ш и б о ч н о е » , а  п р и б л и ж е н н о е  и  а с и м п т о т и ч е с к о е  р е ш е н и е  э т о й  з а д а ч и .П о д ы т о ж и в а я  с р а в н е н и е  р е з у л ь т а т о в , п о л у ч е н н ы х  в  р а б о т а х  [1 — 1 0 1 ,  о т м е т и м , ч т о  с н а ч а л а  в [ 1 — 6 ,  1 0 1  б ы л о  н а й д е н о  п р и б л и ж е н н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  о  д и с к р е т н о м  с п е к т р е  з в у к о в о г о  п о л я  т о ч е ч н о г о  и с т о ч н и к а  в с т р а т и ф и ц и р о в а н н о й  д в и ж у щ е й с я  с р е д е . З а т е м  в р а б о т е  [7 1  б ы л о  п о л у ч е н о  а с и м п т о т и ч е с к о е  р е ш е н и е  э т о й  з а д а ч и  и ,  н а к о н е ц , в  [ 8 ,  9 ] - — т о ч н о е  р е ш е н и е .
Прилож ениеПокаж ем, что в некоторых случаях могут выполняться соотношенияФ* =  0 ( 1 ) ,  К  -  х£0) =  О  (у/с). (П.1)527



Н а п р и м е р , п р и  р а с п р о с т р а н е н и и  з в у к а  в  р а в н о м е р н о  д в и ж у щ е м с я  с л о е  ж и д к о с т и , о г р а н и ч е н н о м  п л о с к о с т я м и  2  =  0  и z  =  — Я ,  и з  с о о т н о ш е н и й  (2 0 )  и  (3 0 ) р а б о т ы  1 1 2 )  с л е д у е т , ч т о  п р и  0  <  к2 -  л 2п2/ Н 2 <  k2(v/с)2 (в  э т о м  с л у ч а е  х „ «  &) и з н а ч е н и я х  ф , н с  с л и ш к о м  б л и з к и х  к  0  и л и  л ,  с о о т н о ш е н и я  ( П .  1) м о г у т  в ы п о л н я т ь с я . П е р в о е  и з  э т и х  с о о т н о ш е н и й  л е г к о  о б ъ я с н и м о . Е с л и  н а п р а в л е н и е  р а с п р о с т р а н е н и я  л у ч а  (м о д ы ) б л и з к о  к  в е р т и к а л и , т .  с .  х „ «  к> т о ,  к а к  п о к а з а н ов [ 2 0 1 ,  у г о л  (р м е ж д у  а з и м у т а л ь н ы м и  н а п р а в л е н и я м и  ф а з о в о й  и  г р у п п о в о й  с к о р о с т и  л у ч а  (м о д ы ) д а ж е  п р и  v / c «  1 м о ж е т  б ы т ь  п о р я д к а  л / 2 .П р и  в ы п о л н е н и и  с о о т н о ш е н и й  ( П .  1) ф а з ы  н о р м а л ь н ы х  в о л н  д и с к р е т н ы х  с п е к т р о в  (9 ) и  (1 5 )  о т л и ч а ю т с я  ч л е н а м и  п о р я д к а  v/c.
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V . E . O stashevO N  D IS C R E T E  S P E C T R U M  O F  S O U N D  FIE LD  IN  A  ST R A T IFIE DM O V IN G  M E D IU M
The paper presents the further development of calculation method for a dtscrete spectrum of a point source sound field in stratified moving media (atmosphere with a wind and ocean with ouirents) proposed in the previous paper by the author. Discrete spectra obtained in various papers are widely u ed now о the study of medium motion effect on sound fields in atmospheric and oceanic wavegu.des and m shade zones. Discrete spectra obtained in this and previous papers are compared. It is demonstrated that n early papers the discrete spectrum of a sound field in a moving medium has been calculated approximately while L  method proposed by the author allows to obtain its asymptotics for the ranges from the source greater than the wavelength and its precise value is obtained in the papers published recently.
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