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Рассмотрен вопрос об осесимметричных колебаниях упругой оболочки конечной длины под воздей­
ствием внешних усилий с учетом реакции среды внутри оболочки. Указан способ точного учета вза­
имодействия вибрирующей оболочки и акустического поля при различных условиях на торцах 
трубы в случае жесткого закрепления ее краев.

К ак правило, при рассмотрении проблемы  
вынужденных колебаний упругих конструкций в 
жидкой или газообразной средах ограничиваются 
изучением внешней задачи [1 - 4]. Н а практике 
нередки, однако, случаи, когда основной интерес 
представляет взаимодействие упругой конструк­
ции со звуковым полем в замкнутой области. Рас­
смотрим такого рода внутреннюю задачу, схема­
тически представленную на рис. 1. Имеется уп­
ругая труба конечной длины L .  Е е  края (л: = ± L / 2, 
r  =  R )  жестко заделаны, торцы трубы предполага­
ем идеально отражающими (либо оба акустичес­
ки жесткими, либо оба акустически мягкими, ли­
бо один из торцов жестким, второй -  мягким, что 
хорошо соответствует случаю открытого торца 
трубы [5]), вне трубы -  вакуум, внутри -  упругая 
среда. Примером такой конструкции является су­
довая гидросистема, сообщающаяся с забортным 
пространством. Колебания трубы возбуждаются 
внешней нагрузкой F 08 ( x  -  х 0)> распределенной по 
круговой линии г  — R .  При этом х ,  г  -  цилиндри­
ческие координаты, R  -  радиус срединной поверх­
ности трубы. Очевидно, что колебания в таком  
случае являются осесимметричными и зависи­
мость акустовибраЦионных характеристик от 
азимутального угла отсутствует. Исходными для 
описания колебаний трубы являются уравнения 
движения оболочки [6], в данном случае имею­
щие вид

*

L u ux +  S lu x +  L n u r =  0 ,  (1 )

. L 3 1 U x  +  ^33«r ~  =  S R *  [ F 0% X  -  *0 ) - P ( x ,  /?)] ,

где мх, u r -  осевая и радиальная компоненты век­
тора колебательного смещения срединной по­
верхности оболочки, L n  = R 2d 2/d x2, L 13 = o R d / d x  -  
- ( h 2R / l2 ) d 3/d x3, L 3 l= L ]3lL 33= l + h 2/ l 2 R 2[R 4d4/dxA ^  
+ 1], Q  =  g p „h (02R 2 -  безразмерная частота, ^ = (1 -  
- a 2)/ E h , a  -  коэффициент Пуассона материала 
оболочки, рм -  плотность этого материала.

Е  -  его модуль Ю нга, А -  толщина оболочки, 
со -  круговая частота, р ( х , г) -  звуковое давление 
внутри оболочки, подчиняющееся уравнению 
Гельмгольца V 2/? + к 2р  =  0, к  = со/с, с  -  скорость 
звука в среде, заполняющей оболочку. Времен­
ной фактор берем в виде ехр(+/со0 и в дальней­
шем опускаем. Гранично-контактные условия 
имеют вид:

и Г = и х = 0, d u / d x  = 0 , /• =  /?, х  =  ± Ь / 2,

L 0/ p  =  0, х  =  ± Ь / 2, 0 <  г <  /?;

1  -  для акустически мягкого торца,

^  -  для акустически жесткого торца,

д р / д г  =  со2риг, г  =  R ,  —L / 2 < x < L / 2 y

где р -  плотность акустической среды.
Система уравнений (1) известными методами 

[7] может быть сведена к одному обыкновенному 
дифференциальному уравнению относительно

Рис. 1. Схема конструкции.
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любой из функций их(х) или иг(х). Выполнив необ­
ходимые преобразования, находим уравнение для 
функции иг{х)

L u ,  =  b4F(x) -  b5d 2F (x )/ d x \  (3)
где F ( x )  = g R 2 [F08(x -  дг0) - p ( x ,  R ) ] .

Оператор L  имеет вид
L  = d 6ld x 6 -  b ,d*/dx* +  b j 2/dx2 +  A3,

а коэффициенты A„ i  =  1, 2, 3, 4, 5 определяются 
выражениями

A, =  12
£2 + 2 a  

a
b2 =

144 (£2+ p)

ь з =
144 £2 (£2 + p -  a 2)

a  A2/?2

aft

b 4 =  -
144 £2 
aA 2/?2 ’

b 5 =
144

aA 2
где

a  = A2-  1 2R 2,  p = a 2-  1 - A 2/12/?2. 
Функция ux(x)  выражается через функцию u r(x)  

с помощью соотношения

и х{х ) = \ ix( ? u r/ d x  -  \ 2d u r/ d x -  
- \ l ^ u rd x  +  [ i ^ F ( x ) d x ,

(4)

где

Ц, = У
А2 -  12/?2

Нз =  У-

12/? г ' 2  '/? 
1 2 (1 +  А2/12/?2 -  £2)

А2/?

12
У =

(*А )

А2£2 + 12/?2а

Характеристическое бикубическое уравнение 
однородного уравнения

/-и, = О,
г6 -  А ,/4 +  А2г2 +  Ь3 =  О

после введения обозначений г2 = т|, Т| =  + А,/3 за­
писывается в виде

$3+ ( * 2 - 5 * ? ) 4 + ( * э +  5 М 2- ^ ? )  = о ,  (5)

соответствующем канонической форме + З/2̂  + 
+ 2 q  = 0. Дискриминант уравнения (5) D  =  q 2 +  Р  
имеет вид

27 А2 +  18А,А2А3 -  b ] b \  -  4 b ] b 3 +  4А2
D  _

и характеризуется тем, что на безразмерной час­
тоте Q d  обращается в нуль: D ( Q .d )  =  0. Анализ 
показывает, что в области 0 < Q  <  имеется 
лишь один вещественный корень уравнения (5), 
причем в интервале 0 < П  <  Q* этот корень 
положительный, при П  = он равен нулю, а при 
Q i  <  О . <  Q D его значение отрицательно. Ограни­

чимся рассмотрением области изменения часто­
ты £1 в пределах ^  < П  < C1D, где ^  -  частота, на 
которой rj, = + b J 3  = 0. П ри этом имеем значе­
ния корней Z j J =  1 ,2 , . . . ,  6:
Zi = /v, z2 =  - i v ,  Z3 =  a +  ib  =  z, z4 =  - z ,  z5 =  z*, z6 = - z * 9 
*  -  символ комплексной сопряженности. К он ­
кретные значения v ,  а у Ъ могут быть вычислены, 
например, с помощ ью формул Кардана при опре­
делении значений £ ,, q2* S 3 и последующих эле­
ментарных операций. Таким образом, решение 
однородного уравнения L u r = 0 имеет вид

6

и г{х)  =  X  с / Л  (6)

где С у -  коэффициенты, подлежащие опре;. 
нию. В о  всех случаях они находятся из первой со­
вокупности условий при г = R ,  х  = ± L / 2  системы  
гранично-контактных условий (2).

Характерной особенностью внутренних задач 
является различие ф орм решений для звукового 
давления р ( х , г)  при различных условиях на 
границах. В  рассматриваемом случае эти формы  
определяются также и местом приложения на­
грузки F 0S ( x  -  д:0). П ри х 0 = 0 и жестких торцах 
трубы имеем:

р(.х> г) =  ^  P„(0)/0(vn г) cos упх , (7)
п  *0

где у„ =  2 n n / L , v„ =  [к2 -  у„2]1/2, 10( у пг ) -  функция 
Бесселя нулевого порядка. Если  * 0 Ф  0 ,  то при том 
же характере торцов х  =  ± L / 2  можем записать

Р ( х , г) =  ^ p n(x0)/0(vnr)cos (д: + Z ./ 2 ) ] , (8)
п  = 0

где v„ =  [к2 -  ( г т Ц ) 2] т .  Сим волы р п(0) и р п(х0) ука­
зывают на зависимость значений коэффициентов 
р п от места действия сосредоточенной силы.

П ри х 0 0, жестком левом торце (д: = -L / 2 ) и 
мягком правом (д: = L/2) решение для р ( х ,  г) следу­
ет искать в форме

Р ( х , г) = ^ p n(^0)/0(vn/ - ) c o s ^ ^ ^ - n  (д: +  / ./ 2 )1 , (9)
п  = 0

.где

Наконец, при х 0 Ф 0 и обоих мягких торцах 
трубы выражение для р { х у г) можем записать в 
форме

р ( х ,  Г) =  Y j p n(x 0) I 0( y nr ) s m ^ ~  ( x  +  L / 2 ) ~ ^ , (10)
п  =0

где

v „ =  [ k 2 - ( n n / L ) 2] m .
В о  всех случаях коэффициенты р п(х0) находят­

ся из последнего граничного условия в системе 
условий (2). Рассмотрим вначале общий случай
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приложения сосредоточенной нагрузки Xq  Ф  О, 
считая оба торца трубы жесткими. Обозначив 
собственные аксиальные функции c o s [ n n / L ( x  +  
+  L ! 2 )] через v „(x ), перепишем уравнение (3 )  в виде

L u r =  А5(дг -  дго) -  В 5 "(яг —jc„) -  
- g ^ Y ^ B / x ^ v / x ) , (Н )

п = 0
где

А  = g R 2F ob < , В  =  g R 2F o b s,

В „ ( х 0) =  P n(x 0) I 0( v R )

Решение уравнения (11) ищем методом Л аг­
ранжа. С  учетом формулы (6) и значений корней 
Zj имеем представление для функции и / х ) :

ivx - Iv x
и / х )  =  С / х ) е ' л + С / х ) е  " л +  С / х ) е ^  +

- i* x
(12)+ С 4(х)е~:х +  C 5(x)ez' x +  С 6(х)е

Получив представления для производных фун­
кций С ■ х ,  j  =  1, . . .6 , сами функции С / х ) найдем, 
используя, в частности, правила вычисления не­
определенных интегралов от обобщенных фун­
кций и их производных. В  результате получается 
следующее выражение для общего решения не­
однородного уравнения (11):

и / х , х 0) =
=  Цх-ЛГо)

А  +  fiv 2
s in [ v ( x -x 0)] +

+  -

v ( v 2 + z2) (v2 +  z *2) ■
A  -  B z  ur t мsh [z (-t-x 0)J -

Z (v 2 + Z2) (z2-  z*2)

A - B z
*2

z* (v2 + z *2) (z2- z * 2)
sh[z* ( x - x 0)]

(13)+ £  С / ‘х +  g R 2' £  B / x 0) cos [ ™ ( *  +  I / 2)] X
j  = 1 n  *  0

X
1( V 2 +  Z2) ( V 2 +  Z * 2) [ ( » n / L ) 2 - v 2]

+ 2Re
1

(v2 +  z2) ( z 2- z * 2) [ ( n n / L ) 2 +  z 2)

0, x  <  x 0
где 11 (x -  x 0)  =  •{ , -  единичная функ-

 ̂ 1, x > x 0

Дня.

Если коэффициенты С/хо) и B/x/f найдены, то 
функция и/х, Хо) (13) является функцией Грина коле­
баний оболочки с учетом реакции среды внутри нес.

Представляет интерес возможность выраже­
ния этой функции через функцию Грина колеба­
ний оболочки в вакууме. П ри рассмотрении 
внешних задач такой подход к учету реакции 
среды неоднократно использовался [1, 3, 8]. 
По-видимому, наиболее адекватным проблеме 
является использование метода граничных интег­
ральных уравнений, в рамках которого нагрузка 
излучения учитывается как возмущение ядра ин­
тегрального уравнения [8].

В  рассматриваемом случае поступим следующим 
образом. Заметим, что функция (13) без последнего 
ряда представляет собой функцию Грина колебаний 
оболочки в вакууме. Обозначим ее через и п (х , х0). 
Для ее однозначного определения необходимо 
вычислить коэффициенты C j / x Д  используя гранич­
ные условия на краях трубы. Заметим, что обе фун­
кции и„(х, *о) и и / х , Xq)  являются непрерывными и 
дифференцируемыми на отрезке -L / 2  < х  <  L/2, т.е. 
достаточно гладкими всюду, включая точку прило­
жения силы Xq. Э т о  следует непосредственно из со­
отношения между порядком дифференциального 
оператора L  и порядком производной обобщенной 
S-функции в правой части уравнения вынужденных 
колебаний трубы.

Еслй найдена функция и„(х, х0), то функция 
и /х, х0) определяется соотношением

j и г
иД*, *о) =  игш(х9 x Q) -  —  J игв(х9 s ) p ( s 9 x Q9 R ) d s 9(  14)

°-L/2
где p ( s , Xq,  R )  -  искомое звуковое давление при 
г = R .  Здесь учтено, что оно посредством коэффи­
циентов Р / х о) зависит от точки приложения 
силы д:0. Подействовав оператором L x  на функцию 
и/х, х0) в (14), легко убеждаемся, что она удовлет­
воряет уравнению (11), если давление р{х, х0, г) оп­
ределяется формулой (8). При этом для свобод­
ного члена в (14) имеем

Lxи „  = А5(х -  х0) -  В5"(х - х 0). (15)
Замена в (15) х0 на s  Дает значение этого опера­
тора под знаком интеграла в (14).

Разложим функцию ип {х, s ) в ряд Фурье по соб­
ственным функциям трубы с  жесткими торцами

“ „ ( * .* )  = yZ Ur J x ) V n( s ) , (16)
п = 0

используя симметрию функции Грина и п (х 9 s ) 
относительно переменных д : и ^ В  силу ортого­
нальности функций { v „(j ){ на отрезке [ - L / 2, L/2] 
коэффициенты и глп(х)  имеют вид

£ 1/2

u r =  х I и«̂ *,)у,«(,)Л*
"  - L / 2  •

Е„ =
1, П =  0,
2 , /2 5*0.
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Подставляя представление (16) в интеграль­

ную формулу (14), используя выражение (8) для 
p i s ,  x 0, R ) n  граничное условие u r =  (1/со2р) d p i  d r ,  
г  =  R ,  -L / 2  й  х  <  L/2, приходим к соотношению

1 /0)2Р ^ P n ( x o)v J o ( v „ R ) v„(Jc) =

" ~ °  .  j (17)

=  »rB(*>*o) - L / F 0 J ^ p n( x J Urtn( x W v HK ) j - ,
л = 0 я

на основании которого возможно определение 
искомых коэффициентов p„(x0). Умножив с этой 
целью обе части (17) на функцию vm(x) и проин­
тегрировав их по х  от -L / 2  до L/2, получаем бес­
конечную систему алгебраических уравнений 
вида

о о

Рт (хо) +  X cmnp n(x0) =  rfm, m =  0, 1, 2, (18)
/1 = 0

где

/И/1
1

=  -=гС0~р
'o(vn* ) e mF °  v m/ o (v m/ ?)e „

L / 2

- L / 2

=m
co2p

V / i( v  Л)
и

г в т (x o)-

В  первом приближении систему (18) можно ре­
шить, отбрасывая в ней недиагональные элемен­
ты с т  Ф п . Тогда структура коэффициентов р п(х0) 
дается выражением

Р / х  о) = 

* > 2р “ гвп(*о)
L / 2

F ov , / o ( v „ t f )  +  co2p / 0( v „ f i )  J Urj x ) v n(x )d x
- L / 2

(19)

Очевидно, что учет влияния акустической 
среды на значение коэффициентов р п(х0)  в рас­
сматриваемом приближении осуществляется вто­
рым членом знаменателя (19). В  приближении, 
когда реакция среды на движение оболочки не 
учитывается вовсе, имеем

Рп(Х о) <°2Р “ Г, п(*0)

V „ 7 o ( v „ * )  ■

При п к / L  >  к  функции I 0( v „ R ) и I'0( v nR )  суть 
функции Бесселя мнимого аргумента. С  ростом п 
они неограниченно растут, что обеспечивает 
убывание коэффициентов р п(х0) и, как следствие, 
сходимость ряда (8) при 0 < г < /?. Детальный ана­
лиз показывает, что сходимость имеет место и 
при г = R  всюду на отрезке -L / 2  < х  < L/2.

Возможен иной путь точного учета взаимного 
влияния колебаний оболочки и упругой среды 
внутри нее. Для этого следует разложить в ряд по 
функциям { v n(x )}  функцию Грина иг( х , х 0), опре­
деляемую всем выражением (13)

« г(*.*о) =  £ « г я ( * ь К ( л : ) ,
/1 = 0

где коэффициенты и гп(х0) имеют вид

МгЛ(*о) =  £
иг

a  J s i n [ v ( x - x 0)] v n(x )c k +

L / 2+ а2 J s h [z (*-*o )] л̂(*)<& -

*о
L / 2- а3 J s h [ z * ( x -x 0)] y n( x ) d x  +

(21)

(22)

6 t/2
+ X C ,  J  Л я(х)с& +  V np„(*0)L / e

2 = 1 - L / 2

Здесь а , , ct2 , а 3 -- дроби перед функциями в пер­
вой скобке правой части (13), а

=  S * 270( v „ t f )  ( b A +  b 5 ( n n / L ) 2)  x

x 1

( V 2 +  Z2)  ( v 2 +  z * 2) П К  | 7
- V

+ 2Re
1

(v 2 + z2) (z 2 - z * 2)
П К  \ 2+  z

Используя точное соотношение

P„(X о) =
® РИ2 Я(*о)

v n/o ( v n« )  ’
находим представление коэффициентов рл(х0) че­
рез совокупность коэффициентов С р

6
«rni(*o) +  X c A " ;

^=i
со2 р

Р я(*0) = (23)-  со р у „
где мгл!(х0) -  сумма первых трех членов в правой 
части выражения (22); u rnj =  e / L  j L/2/2e z>xv n( x ) d x .
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Вместо выражения (13) теперь можем запи­
сать

и/х, *<>) =  1 ( х - х 0) { а ,  sin[v(* -  х0)] +

+ а ,  sh[z(x -  х0)] -  а 3 sh[z* (х -  * 0) ] } +

i - 1
е** + У  —

“ V /;

о  р ш ип rnj

X cos [ ^ ( x  +  L / 2 )]

(24)

+

co2p V BMrHi(^o) 
^ , V o ( v « ) - w 2p V nI cos + L / 2 ) J .

Остается лишь воспользоваться условиями на 
краях трубы х  = ± L / 2  при учете соотношения (4) с 
тем,чтобы определить коэффициенты С , = С/х0), 
j  =  1, 6. П ри р = 0, очевидно, С /х 0) =  С)/х0), а
и/х, х0) =  и„(х, х0). Влияние упругой среды, кроме 
последних двух членов в (24), учитывается также 
путем изменения коэффициентов С/хо) по срав­
нению с  C j ,( x 0) . Формально это достигается за 
счет изменения правых частей в конечной систе­
ме алгебраических уравнений относительно С/х0) 
и возмущения матричных элементов этой систе­
мы. Определив крэффициенты С/х0), коэффици­
енты р п(х0)  находим согласно формуле (23).

Отметим, что знание функции Грина колеба­
ний оболочки с учетом реакции среды и/х, х0) не 
дает возможности определения в замкнутой фор­
ме смещения и/х) в случае произвольной задан­
ной осесимметричной нагрузки Д х). Причина это­
го состоит в том, что звуковое давление р ( х ,  г) за­
висит от характера нагрузки Дх). Если Дх) задана, 
то для смещения и/х) можем записать

. 1/2
и/х) =  —  J  и „(х, х0) [Дх0) -  р(х0, R ) ] d x 0 ,  (25) 

0- и г
где р(х, R ) -  искомое давление при г  =  R> определи­
мое выражением (8), в котором вместо коэффици­
ентов p „(xq) следует ввести коэффициенты р п -  
= р п[Кх )]- Эти последние могут быть определены 
по изложенному выше алгоритму, приводящему к 
системе (18) при соответствующем изменении ее 
правой части. При этом необходимо предваритель­
но определить все шесть коэффициентов СД*о).

Рассмотрим теперь специальный случай внеш­
ней осесимметричной нагрузки Д х), обладающей 
свойством Дх) = Д -х ) . При этом в рамках рассмат­
риваемой задачи звуковое давление р(г, х) запи­
сывается в форме ряда (7), где коэффициенты р п 
суть константы для каждого конкретного харак­
тера нагрузки, а для коэффициентов С , вне зави­
симости от этого характера справедливы соотно­
шения:

С , =  С 2 = С „  С 3 =  С 4 =  С 2, С 5 =  С 6 = С 3. (26)

П усть, для простоты, нагрузка Д х) =  const = 1 в 
пределах -L / 2  <  х  <  L / 2 .  Тогда F ( x )  =  g/?2[l -  
-  р(х, R ) ]  и уравнение (3) записывается в виде

L u r =  g f ^ b A S ;c o s y nx , (27)
л = 0

2 п п
где В'п =  p nI 0( y nR )  [ Ь л +  Ь 5ч *п] ,  у„ =

В  силу свойства (26) уравнение (27) удобно ре­
шать не с помощью интегрального представле­
ния (25), а непосредственно, например, методом 
неопределенных коэффициентов. В результате 
находими/х) = 8 ^л  „  ^ + y < P nP ncosynx + 2 C 1cosvx +

Q  + P - a  " о

+ С 2 (е“  + е * * )  +  С 3 ( е г' х +  е~г' х) , 
s /?2/0(v„tf)(&4 +  Z y &

(28)

где q> =
y t + ь ^ + ь ^ - ь ,  '

Разложим эту функцию и/х) в рядоо
и/х) =  ^ M r„cosY„x, (29)

л — 0
е 1/2

где игп =  J u r( x ) c o s y nx d x .

- и г
Важно отметить, что разложение (29) по соб­

ственным функциям трубы с жесткими торцами, 
равно как и эквивалентные ему разложения (16) и 
(21), сходится к иг(х) равномерно всюду, включая 
точки х  = ±L/2, в силу непрерывности иг(х) на 
[-L/2 , L/2] и выполнения условия d u r(+ L / 2 )/ d x  = 0, 
аналогичного граничному условию краевой зада­
чи, порождающей используемые собственные 
функции [9].

Сопоставляя выражения (7) и (29) и используя 
граничное условие при г  = R ,  приходим к соотно­
шению, эквивалентному соотношению (23), свя­
зывающему коэффициенты р п с  коэффициента­

ми С \ , С 2, С 3. Подставляя указанное соотноше­
ние в решение (28), находим:

и/х) = g R ‘П  + р - о 28 +

+ С , 2cosvx +
1 г -4
z X e-

л = О

UrnCOSY„X
+  С ,

„  1 - A  MrnCOSYnX
<Г + е  + т >  е „ --- - - - - - - - —Z X  ,  - Z X

л = 0

(30)
+

+ с 3
7* X -7* Д 1 ТП ” ГП

е  + е  + у  \  е„-----------г
L + - *  п у  -  1

л = 0 Лл

О О и" c o s y x
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где Х„ =

v , W * >

Ф ®2Р
б = Хо

Х о - 1 ’

К п =  (-1 )
vL'

sin
v L

]  -  (я л )2

v L
Т ’

=  ( - D
2z

z2 +
(  2пл

Так как в рассматриваемом случае, очевидно, 
и г(х)  -  вещественная функция, то из соотношения

—*
(30) непосредственно следует, что С 3 =  С 2 . При  
отсутствии среды внутри оболочки, т.е. при р = 0, 
вместо (30) имеем

<?*• +  2 C ]Bcosvx +
Q  + Р -  ст2

+ 2Re { С 2в (ег1 +  <Г") } .

(31)

Коэффициенты С \, С 2 (или С 1в, С 2в) определяем 
из граничных условий закрепления краев оболоч­
ки, например, при х  = L/2, г  = Л. Они вычисляются 
по формулам Крамера

_  А , -  А
С 1 =  Д  .  У - 1 . 2 ,

1^(0)/иг(0)!

где основные определители Д и Дв соответствую­
щих систем алгебраических уравнений имеют 
вид:

А  = [ c o s v ^  +  6 ,]  [ V ,V *  - V ? V al ++ Ф̂ [¥¥* - ¥*¥1) +vsinv^[w* -v*v2l;
д в = c o s v ^  [ V ,V * - \ | / * V 2] +

+ 0 ( v ^ ) [ y By f  -  у *  V ,)  + v s in v ^  [\]/д* -  v *  v 2] , 
где у  =  фв + 52,s _  l  V „  ( - D 4 .  R _  1 V ,
5i 2 L ^  " х я - 1 ’  2 2 L "n=0 K n  n  =0

( - D 4 ;x„-1 *ф| VT  I = 2sinVf 3 ^3
^1V + ^2V ' V

5 e + e з M-3
M  - H 2z - y

При вычислениях учтено выражение (4). 
Уравнения Д =  0 и Дв = 0 есть различные диспер­
сионные уравнения осесимметричных колебаний 
оболочки при учете реакции среды и в ее отсут­
ствие соответственно, что указывает на различие 
в значениях собственных частот колебаний обо­
лочки в этих двух случаях.

Н а  рис. 2 представлена частотная зависимость 
отношения | и„(0)/иг(0) | для цилиндрической

Рис. 2. Частотная зависимость величины |urB(0)/j/r(0)|.
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оболочки со следующими параметрами: рм = 
= 7800 кг/м3, а  =  0.3, Е  = 2 х  10fl н/м2, h / R  = 0.01, 
L / R  = 3 приДх) = 1. Ясно выраженными являются 
резонансные явления, распадающиеся на два раз­
личных вида: резонансы собственно оболочки 
конечной длины с заданными условиями на 
концах, зависящие от характера среды, и резо­
нансы внутреннего объема оболочки, заполнен­
ного упругой средой. В  последнем случае услови­
ем резонанса является выполнение равенства

v„/,(v^?) + Сй2рф„ =  0,/1 =  0 , 1 . 2 , . . . .  (32)
В случае неучета взаимодействия акустичес­

кой среды и оболочки равенство (32) распадается 
на два независимые условия v„ = 0 и /,( y „ R )  = 0, что 
приводит к известной формуле для определения 
собственных частот колебаний цилиндрического 
объема/л| с жесткими стенками:

где 7са, -  корни уравнения /,(v„/?) = 0, / =  0, 1,2, •  •  •
Бесконечным значениям отношения 

|wrB(0)/wr(0)| соответствуют резонансы оболочки 
в вакууме (Дв = 0) и ее антирезонансы, обуслов­
ленные реакцией среды, нулевым значениям -  ре­
зонансы оболочки с учетом реакции среды (А = 0) 
и резонансы внутреннего объема оболочки. Ясно 
видно, что для рассмотренного примера первая 
собственная частота колебаний оболочки в ваку­
уме выше всех остальных характерных частот. 
В случае “легкой”  акустической среды собствен­

ные частоты колебаний оболочки в этой среде и 
в вакууме практически совпадают. Н а  рис. 2 час­
тотная зависимость величины |wrB(0)/wr(0)| для 
воды представлена сплошной линией, для “лег­
кой”  среды (воздуха) -  пунктирной.
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A x i a l l y  S y m m e t r i c  O s c i l l a t i o n s  o f  a  F i n i t e  L e n g t h  C y l i n d r i c a l  S h e l l  w i t h  A l l o w a n c e

f o r  I n t e r n a l  M e d i u m  R e s p o n s e

E .  P . B a b a ilo v

The problem of axially symmetric oscillations of an elastic cylindrical shell of finite length under the action of 
external forces is treated, talcing into account the reaction of the medium inside the shell. A  method for the exact 
incorporation of the interaction between the oscillating shell and the acoustic field under various conditions at 
the tube’s ends in the case where its edges are rigidly fastened is presented.
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