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Интенсивно развивающийся скоростной назем­

ный транспорт, а также технологии, использую­
щие быстродействующие машины и меха-низмы, 
испытывают потребность в теории, адек-ватно 
описывающей динамические процессы в направ­
ляющих, взаимодействующих с движущимися по 
ним объектами. Методологической основой такой 
теории, как подсказывает опыт, накопленный в 
электродинамике и акустике при изучении движе­
ния источников возмущений в среде, должна стать 
теория волн. Более конкретно -  теория излучения 
волн движущимися источниками возмущений.

Успехи, достигнутые в последнее десятилетие в 
разработке теории излучения упругих волн движу­
щимися объектами, связаны, в основном, с иссле­
дованием характеристик возникающего излучения 
и условий разонансного отклика системы объект- 
направляющая на внешнее воздействие [1 - 5]. При 
этом остается фактически неисследованным во­
прос, поднятый в [6], об устойчивости колеба­
ний объекта в процессе излучения. Между тем 
этот вопрос является важным с точки зрения 
практики и требует безотлагательного реше­
ния. Например, с целью повышения надежности 
скоростных поездов.

В настоящей работе исследуется устойчивость 
поперечных колебаний объекта, равномерно 
движущегося вдоль одномерной упругой систе­
мы. Рассматриваемые колебания могут быть не­
устойчивы вследствие аномального эффекта 
Доплера [7, 8], который имеет здесь место при 
движении объекта со скоростью, превышающей 
фазовую скорость излучаемой волны ( v  > И*). 
В этом случае излученная волна увеличивает 
энергию поперечных колебаний объекта, черпая 
се из источника, поддерживающего равномерное 
движение объекта вдоль направляющей.

Наглядно продемонстрировать утверждение о 
том, что аномальные по Доплеру волны “раска- 
чивают’' колебания объекта, позволяют законы 
изменения энергии-импульса системы. Действи­
тельно, рассмотрим одномерную упругую систему 
с лагранжианом X  =  Х(х, /, U , U*, U ,, 1)хх, U,,), где 
U(a , г) -  вектор обобщенных координат, х  -  прос­

транственная координата, t -  время. Пусть вдоль 
нее по закону х  = /(/) движется сосредоточенный 
объект, функция Лагранжа которого имеет вид
L  =  L(t, /(/), I ,  y(t), у), где у(0  -  вектор обобщен­
ных координат объекта. Если на систему объект- 
направляющая не действуют внешние попереч­
ные силы, то законы изменения энергии попереч-•
ных колебаний объекта H(t) =  y L ^  + I L -  -  L  и его 
продольного импульса Р 0 = L -  имеют вид [2, 9]:

d H / d t  =  - [ S - i h ] x=Kl)- L ,  +  i R ,

d P 0/ d t  =  -  [ T - i p ] x = l(l) +  L ,  +  R .
(1)

Здесь R(t) -  сила, поддерживающая движение по
'д  'д

закону х = l(t), S (x , t) = (U ,, / у  -  ^  Х и^ -  ^  X VJ  +

+  (U„, Xv ), h (x , t) = (U„ X v  ) + (U„, X v ) -  X  -  no-
XX t If

ток и плотность волновой энергии, Т (х , t) =  X  --  ( и „  Ч _ э ^ Ч г
=’-(lL, X,. ) -  ( U „ , Х „ ) -  поток и плотность вол-

нового импульса, [Дх)]х = ,(1) =Д/(Г) +  0) -Д /(0  -  0), 
(А, В) -  скалярное произведение векторов А  и В.

-Закон изменения энергии в (1) является одно­
мерным аналогом теоремы Умова-Пойнтинга, 
записанной в движущейся системе координат. Из 
него видно, что энергия поперечных колебаний 
объекта может изменяться за счет отвода энергии 
упругими волнами через сечения х  =  1(f) + 0, х  =
= 1(f) -  0 (мощность излучения равна [S -  Щ х = ад), 
за счет работы, затрачивамой на изменение во 
времени параметров объекта, а также работы, 
совершаемой внешним источником силы R . Что 
касается продольного импульса объекта, то, как 
видно из (1 ), он может изменяться за счет
давления F  излучаемых волны (F  = - [ Г -  1р]х = /(()), 
действия потенциальных продольных сил и силы R .

При равномерном х  = l(t) =  v t ( v = const) движе­
нии объекта, которое рассматривается в данной 
работе, импульс объекта Р 0 остается постоян-

'Э•5-Лц,,) “  (Цы, ^и„)> Р (Х ’  0  “
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ным, а закон изменения энергии согласно (1) име­
ет вид (полагается, что L, = = 0):

dH /dt  =  -  [S  -  v/i],=„  + vtГ  -  vp]X3 w. (2)
Из (2) видно, что энергия колебаний объекта 

будет увеличиваться (система потеряет устойчи­
вость) в случае, когда сила давления излучаемых 
волн будет направлена против движения объекта 
и ее работа превысит энергию излучаемых волн.

Вычислим приращение энергии поперечных 
колебаний объекта за период. Для этого предпо­
ложим, что объект совершает поперечные коле­
бания с частотой Q :

у (0  = А е ™ .  (3)
Если лагранжиан направляющей X  и функция 
Лагранжа объекта L  являются квадратичными 
формами своих обобщенных координат и их про­
изводных, то колебания направляющей, вдоль 
которой безотрывно движется объект, описыва­
ются выражением

U(x, t) =  £ < v (4 )

причем со, , ki и П  удовлетворяют соотношению
со- <=> 1 -  v / v f  = £2/0),, (5)

отражающему равенство фаз возбуждаемых 
волн фазе колебаний объекта ( v f  = со,/Jfc, -  фа­
зовая скорость l-й волны).

Подставляя (4) в правую часть закона измене­
ния энергии (3) и усредняя полученный результат 
по периоду колебаний Т  =  2 л /£2, получим [10]:

H ( t + D -  H{t) =  - X ( - D " ( ^ - v h >) * = w + (6)+  v £ ( - 1 ) " ( 7 W v £ .) V/
где суммирование производится по распростра­
няющимся волнам”, т.е. тем слагаемым вида (4), 
для которых со, и являются действительными 
величинами; п  = 1 для волн, распространяющихся 
правее объекта (.х  >  vf), п  = 0 -  левее (х  <  уг)%черта 
означает усреднение по периоду колебаний.

Как показано в [10], для каждой из волн, рас­
пространяющихся в направляющей, справедливы 
соотношения

hi — vfPj, Si — vf Г,-, (7)
очевидные с точки зрения квантовой механики, 
поскольку означают, что отношение энергии, 
переносимой волной, к ее импульсу равно фазовой 
скорости волны:

(Si - v h i) x , vl/iTl - v p i)x = vl =

= W\!p\ = NfMtiJNhk = vf.
С  учетом (7) выражение (6) примет вид 

H (t +  Т) -  H it)  = £  ( - ! ) " ( v / v f  -  1)(5,- -  v h ' l V f

Величина (-1)" (5, -  v h j)  x=vt  равна энергии Щ ,

отводимой l-й волной от объекта за период коле­
баний, поэтому

H it  +  T ) -  H it)  = £ (  v / v f  -  1) W [ (8)
или, учитывая (5),

H i t + n - m  = аном
со.

и / r . норн Zw- /
л

(9 )

где И у норм -  энергия нормальной доплеровскойаномволны (v^ > v  или уФ < 0), W Y— -  энергия ано­

мальной ( v >  уФ).
И з выражений (8), (9) с очевидностью следует, 

что нормальные по Доплеру волны уменьшают 
энергию поперечных колебаний объекта, а ано­
мальные -  увеличивают, т.е. раскачивают объект. 
Следовательно, если движущийся объект воз­
буждает в направляющей лишь нормальные вол­
ны, колебания объекта являются устойчивыми. 
Если же объект излучает и аномальные волны, 
то устойчивость его колебаний определяется со­
отношением числа квантов1 N, = /|со,|, излуча­
емых в область нормального и аномального эф ­
фектов Доплера.

Таким образом, критерием неустойчивости 
“собственных” (совершаемых без воздействия 
внешних поперечных сил) колебаний объекта 
частоты £2 является излучение большего числа 
квантов в область аномального эффекта Доплера

ном У  дгнорм
Сформулированный выше критерий, вскры­

вая механизм неустойчивости в системе, обладает 
существенным недостатком. С  его помощью 
нельзя ответить на практически важный вопрос: 
в какой области исходных параметров системы 
объект-направляющая ее движение неустойчи­
во. Действительно, существование интервала 
частот колебаний объекта, при которых

у * драном > у  л г * » является лишь необходимым

условием наличия в пространстве параметров 
системы области неустойчивости. Критерием же, 
определяющим эту область, должна служить от­
рицательность мнимой части собственной часто­
ты колебаний объекта (напомним, что рассмат­
риваемый в работе класс задач линеен).

В качестве примера рассмотрим движение од­
номассового осциллятора массы пг и жесткости к1 Термин ‘‘число квантов”, используемый в работе для крат­кости изложения, отражает пропорциональность энергии волны ее частоте.
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вдоль балки модели Бернулли-Эйлера (рис. 1), 
лагранжиан которой имеет вид А, =  (р U 2 -

-  E J U \ X)1 2, где р -  погонная плотность балки,
E J  -  ее изгибная жесткость. Безотрывные коле­
бания балки и осциллятора, движущегося вдоль 
нее со скоростью v , описываются следующей сис­
темой уравнений:

и „  +  а 2и хххх =  0 ,  - « > < * <
а 2 -  E J / p ,

U (v t , 0  =  y(t), (10)

[ U l x = v l = [ U xl XBVt= [ U xx] x __vl =  0,

E J l U xxx] x^vl =  -(m y + Ky),
где U {x y t) и y(t)  -  поперечные отклонения балки и 
осциллятора соответственно.

Прежде чем выписывать характеристическое 
уравнение, позволяющее найти собственные час­
тоты колебаний осциллятора, взаимодействую­
щего с балкой, определим, удовлетворяет ли 
выбранная модель необходимому условию не­
устойчивости. Для этого будем считать, что ос­
циллятор совершает гармонические колебания с 
частотой Q  и амплитудой A  (y(t) определяется 
(3)). Поскольку равномерно движущийся гармо­
нический источник возбуждает в балке аномаль­
ные волны при условии v  > л/2 а£}, частоты коле­
баний осциллятора, при которых возможно

выполнение условия ^ Л 7 ном > ^ Л ^ орм, будем ис-
* j

кать в интервале 0 < £2 < vV4a.
Отыскивая решение (10), (5) в виде бегущих 

волн (4), получим систему уравнений для опреде­
ления частот и волновых чисел излучаемых волн:

о 2 =  а 2*4, 
© = k v + C l ,

разрешая которую имеем

х * X

Рнс. 1. Равномерное х*  =  vt движение одномассового осциллятора вдоль балки.

Рис. 2. Графическое определение частот и волновых чисел волн, излучаемых движущимся со скоростью v  источником частоты Q .

к х -  ( v + J v 2 +  4 а С 1 ) / 2 а ,  
k2 =  - ( v +  J v 2 - 4 a O ) / 2 a ,

i-----------------  ( 1 2 )
* з =  ( v -  7 ^  + 406^)/ 2 a , 

k4 =  ( -  v +  J v 2 - 4 a Q )  / 2 a .

Согласно условию излучения волны должны от­
водить энергию от объекта, т.е. для волн, распрос­
траняющихся правее объекта (х >  vt) групповая 
скорость волны должна быть больше скорости
объекта (v[p =  dcojdki >  v), а для волн, распростра­

няющихся левее (х <  vt) -  меньше ( v[p <  v). Из 
рис. 2 , на котором изображено графическое реше­
ние (1 1 ), очевидно, что волны с волновыми числа­

ми кх и fcj распространяются правее объекта, а с к3 
и к4 -  левее. Из этого же рисунка ясно, что волны 
с к } и к3 являются нормальными по Доплеру, а с к2 
и к4-  аномальными (для них формально © < 0).

Аплитуды. волн определяются из следующей 
системы уравнений, записанной согласно гранич­
ным условиям в точке контакта осциллятора с бал­
кой:

С\ + С 2 = А, 
С 3 +  С 4 =  А ,

к\С\ + /^С2 — &3С 3 + к4С 4>

к ] С х + к \ С 2 =  к ] С 3 +  к24С 4.
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Р и с. 3. Изменение (за период) энергии поперечных колебаний объекта в зависимости от их частоты (П * =  ^ / 4 а ) .

Рис. 4. Разбиение комплексной плоскости к  =  К] + /к2 на области с различным порядком неустойчивости D ,(/ -  порядок неустойчивости; к *  =  т  И / 1 6 а 2).
Разрешив эту систему относительно С ,, имеем

С ,  =  A  (к2 -  к3) {к2- к 4) / 2 { к \ - к \ ) ,

С 2 =  - A  (fc, - к 4) ( к , -  к 3) /2  (** -  к ] ) ,

С 3 =  А  ( к , -  к4) (к 2 -  к4) / 2  {к\ - к \),

С 4 =  - А  (* , -  к3) (к2 -  кг) / 2  (к\ -  к \ ) .

Подставляя полученное решение в выражение 
для потока S  =  E J i U J J ^  -  £/„£/«) и плотности
Л = (р U 2 + E J U 2xx) I 2 энергии поперечных волн в
балке, получим для количества квантов, перено­
симых /-й волной

N ^ W / |со.| =  | C f  ( E J u i j k 3;  -V
- Т  ( p t f  +  E Jk * )  )/со.|.

(14)

Н а рис. 3 изображен характер зависимости

А Н ( П )  =  ll( t  +  Т ) ~  Я(г) =

^ Д ^ и о м  _  ^ д гн о р м
вычисленной согласно (14). Видно, что в область 
аномального эффекта Доплера излучается боль­
шее количество квантов. Таким образом, собст­
венные колебания осциллятора, частота которых 
удовлетворяет соотношению

v  >2л/а£2, (15)

будут неустойчивы. Следовательно, в области па­
раметров системы осциллятор-балка может су­
ществовать область неустойчивости, причем при 
любых скоростях движения осциллятора (так как 
при любой отличной от нуля скорости v  найдется

частота £1, для которой ^ Л ^ ном > ^ А ^ норм).
* •
 ̂ }

Перейдем к анализу собственных частот коле­
баний осциллятора, взаимодействующего с бал­
кой. Характеристическое уравнение запишем ис­
ходя из баланса поперечных сил в точке 
контакта:

E J [ U xJ x m v t =  - ( m y  +  K y).

Полагая, что у(г) описывается выражением (3), 
где £1 -  комплексная величина, и отыскивая соот­
ветствующие колебания в виде (4), получим

- i E J  (Л] С ,  + к \ С 2 -  к \ С г -  к \ С 4) =  Л ( т П 2 -  к),(16)

где к( и С , определяются выражениями (12), (13). 
Необходимо отметить, что (по-прежнему вол­
ны с к х и к2 принадлежат интервалу х  >  v t , с къ и 
к4 -  интервалу х  <  vt) являются теперь комплекс­
ными величинами и удовлетворяют не только 
условию излучения, согласно которому

J v 2 +  4 a £ l  > 0 при Im£2 = 0, Re£2 > -v^Akx,

V v 2-  4 a Q  > 0 при lm £ l  = 0, R e Q  < v^Ma,

но и условию невозрастания амплитуды колеба­
ний балки с увеличением расстояния от осцилля­
тора при его незатухающих колебаниях, в соот­
ветствии с которым

Im(Vv2 + 4a£‘2) < 0  
Im(Vv2-  4a£2) > 0

п р и Im £2 < 0.

Подставляя в (16) выражения для С, из (13), 
получим характеристическое уравнение, корня­
ми которого являются собственные частоты ос­
циллятора, взаимодействующего с балкой:

к -  m £l2 -  iE J(k x -  £3)(£j -  к4)(к2 -  к3)(к2 -  &4)/2(£, +
+  к 2).
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Используя выражения для к-„ перепишем это 
уравнение в явном виде:

C0g — Q2 — i -тЩ— Jv 2 + 4аC ljv2 - 4ай х 
2 а 3т

х  ( v 2*  J v 2 +  4 a .Q .J v 2 - 4 a Q .)  х

х  ( J v 2 +  4а£2 -  J v 2 -  4af2) * =  0 , 
где cOq = к/т.

Проанализируем вначале уравнение (17) в 
вырожденном случае, когда влияние балки на ко­
лебания осциллятора мало (велика, например, 
масса осциллятора). Отыскивая выражение для Q  
в виде Q  «  COq + 5 (5 C0q), получим

П ~ с о 0 + E j J v 2 +  4 а с о ол/4 а с о 0 -  v 2

1 6 m  а 4 со2
х

х  ( J v 2 +  4 а с о 0 ( v 2 -  2 а с о 0) +

+  /  J 4 а с о 0 -  v 2 ( v 2 +  2 а с о 0) )  п р и  \ ^ < 4 а с о 0,

0 - с о 0 - / E j J v 2  +  4 a c o 0 J v 2 -  4 а с о (

32ma4co2

х  ( J v 2 +  4 a ( o 0 +  J v 2 - 4 a a 0 ) х  

х  ( +  J v 2  +  4 а с о qJ v 1 -  4 а с о 0) п р и  v 2 >  4 а с о 0.

Видно, что при а>о <  у2/4а колебания системы 
неустойчивы, а при о)о> v2/ 4 a - устойчивы. Полу­
ченный результат достаточно очевиден, посколь­
ку согласно (15) колебания осциллятора с 
частотой Q. < v2/4a приводят к возбуждению ано­

мальных волн для которых £ Д Г М > » а
i )

при Q  >  \г/4а аномальные волны не возбуждаются.
В общем случае, когда влияние балки на коле­

бания осциллятора не мало, определить область 
неустойчивости системы удобнее всего с по­
мощью метода D -разбиений [11], который был 
впервые применен к рассматриваемому классу 
задач в [6]. Следуя этому методу, отобразим со­
гласно (17) на плоскость комплексного перемен­
ного к (физический смысл имеют только действи­
тельные к) ось Im Q  = 0 комплексной плоскости
Q. Полученная кривая будет разделять области с 
различным количеством корней уравнения (17), 
лежащих в нижней полуплоскости комплексной 
частоты Q .  Колебания осциллятора будут устой­

ч и в ы , е сл и  ур авн ен и е (17) т а к и х  к о р н ей  не и м еет . Н а  р и с. 4  к ач ест в ен н о  и зо б р а ж е н  р езу л ь т ат  о т о б р аж ен и я  при ф и к си р о в а н н о й  ск о р о ст и  о с ­ц и л л ятор а V . В  к аж д о й  о б л а ст и  у к а за н  п оряд ок н еустой чи вости  (к о л и ч ест в о  к о р н ей  в н и ж ней п о л у п л о ск о ст и  CS). В и д н о , ч т о  к а к  и в сл у ч а е  м а ­л о г о  влияния б ал к и  н а к о л еб а н и я  о сц и л л я т о р а , к р и ти ческ ая ж е ст к о ст ь  к *  о п р ед ел я ет ся  из у сл о ­вия со * =  v2/4 а . П р и  COq >  со * к о л еб ан и я  у ст о й ­ч и в ы , п р и  COq <  со * -  н еуст о й ч и в ы .И т а к , п о п е р е ч н ы е  к о л еб а н и я  о б ъ е к т а , р а в н о ­м ер н о  д в и ж у щ е го ся  вд ол ь у п р у го й  н ап р ав л я ю ­щ ей , м о гу т  б ы т ь  н еусто й ч и вы  за  с ч е т  и злучен и я ан о м ал ьн ы х п о  Д о п л е р у  в о л н . В сл е д ст в и е  ди с­перси и  во л н  в н ап р ав л я ю щ ей  у ст о й ч и в о ст ь  к о л е ­баний зави си т о т  у п р у го -и н ер ц и о н н ы х свой ств о б ъ е к т а , п од би р ая к о т о р ы е  м о ж н о  о б есп еч и т ь  у сто й ч и в о сть  си стем ы  п р и  л ю б ы х  ск о р о ст я х  дви­ж ен и я . Н а п р и м е р , п р и  д ви ж ен и и  осц и л л ятор а вд ол ь б ал к и  м од ел и  Б е р н у л л и -Э й л е р а , си стем а устой чи ва при усл ови и  к / т  >  p v * / 1 6 E J .С П И С О К  Л И Т Е Р А Т У Р Ы1. К охм аню к С .С . ,  Я ню т ин Е .Г . , Ром аненко Л ,Г  К о ­лебания деформируемы х систем при импульсных и подвижных нагрузках. Киев: Н аук , думка, 1980.2. Весницкий А .И . ,  Каплан  Л .Э ., Ут кин Г .А .  Законы  изменения энергии и импульса для одномерных систем с  движущимися закреплениями и нагрузка­ми // П М М . 1983. Т . 47. №  5. С . 863 - 866.4 . Весницкий А .И . ,  М ет рикин А .В .  Переходное излу­чение в одномерных упругих системах // П М Т Ф . 1992. №  2. С . 62 - 67.5. D uffy Dean G .  The Response o f an Infinite Railroad Track to a M oving, Vibrating M ass // Trans. A S M E . J .  A ppl. M ech. 1990. V . 57. № 1. P . 66 - 73.6. Д енисов Г .Г ., Н о в и к о в  В .В .,  К угуш ева Е .К .  К  зада­че об устойчивости безграничны х упругих систем // П М М . 1985. Т . 49. В ы п . 4 . С . 691 - 696.7. Гинзбург В  Л.  Теоретическая физика и астрофизи­ка. М .: Н аук а, 1975.8. Гапонов-Грехов А .В . ,  Д олина И .С .,  О ст ров­
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