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Теоретически исследуется переход от периодических пульсаций одиночного кавитационного пу­
зырька, находящегося в сжимаемой вязкой жидкости под действием гармонического акустического 
поля, к стохастическим. Рассчитано акустическое излучение пузырька и его спектры. Показано, 
что переход к стохастическим пульсациям осуществляется путем последовательных бифуркаций 
удвоения периода. Найдены зоны стохастических пульсаций в координатах амплитуды пульсаций и 
частоты возбуждающего поля.

Работа посвящена численному моделирова­
нию перехода периодических пульсаций кавита­
ционного пузырька, возбуждаемых гармоничес­
ким акустическим полем, в стохастические и 
интерпретации с этой точки зрения основных 
характеристик спектра кавитационного шума.

Появление в спектре дискретных составляю­
щих звукоряда возбуждающей частоты легко объ­
ясняется нелинейностью вынужденных пульсаций 
пузырька. Субгармонические компоненты были 
впервые обнаружены Эше [1] и Боном [2], а по­
пытка их объяснения была предпринята Гутом [3]. 
В работах Просперетти [4], Лаутерборна [5] 
показано, что пульсации пузырька на частотах 
ультрагармонических резонансов могут быть 
источниками субгармонических компонент в спе­
ктре кавитационного шума. На связь статистиче­
ских характеристик флуктуаций амплитуды и 
фазы излучения пульсирующего в звуковом поле 
пузырька с появлением в спектре шумовой со­
ставляющей указали Акуличев и Ольшевский [6]. 
Однако физическая природа этих флуктуаций в 
работе не обсуждается. Таким образом, структура 
и некоторые особенности спектра кавитационного 
шума объяснены лишь частично. Данная работа 
предлагает еще один механизм появления в спект­
ре излучения одиночного пузырька шумовой и 
низкочастотной субгармонических компонент.

В качестве модели выбран одиночный сфери­
ческий пузырек, пульсирующий в безграничной 
сжимаемой и вязкой жидкости. Пульсации такого 
пузырька описываются известным уравнением 
Джил мора [7]. Подробно эта модель описана в 
работе [8]. При расчетах считалось, что пузырек 
равновесного радиуса R0 возбуждается в воде 
акустическим полем вида Р„ = P0(l -  esin2я/r), где

“ статическое давление, t -  врем я,/ -  частота и 
£ -  безразмерная амплитуда. Уравнение Джил- 
мора интегрировалось при начальных условиях:

/?(0) = /?0, U(0) = dR/dt = 0, где R -  текущий радиус 
пузырька. Давление, излучаемое пузырьком, рас­
считывалось согласно работе [9].

Расчеты показали, что при некоторых параме­
трах возбуждающего поля пульсации пузырька 
становятся стохастическими. Переход от перио­
дических пульсаций к стохастическим происхо­
дит следующим образом. При малых значениях 
амплитуды возбуждающего поля пульсации 
пузырька близки к  линейным; при увеличении е 
пульсации пузырька становятся нелинейными, но 
периодическими с периодом TRy кратным как 
периоду звукового поля (TR = тТ), так и периоду 
собственных пульсаций пузырька (TR = пТ0). При 
некотором значении е начинается так называе­
мая зона бифуркаций. В этой зоне путем последо­
вательного удвоения периода решения уравнения 
Джилмора происходит переход от периодических 
пульсаций к непериодическим. Порядок пульса­
ций пузырька nlm становится последовательно 
равен nlm  = 2л0/2/Ло, 4л0/4 т 0 ..., где -  поря­
док периодических пульсаций при входе в зону 
бифуркаций. Наконец, при некотором значении е 
пульсации становятся непериодическими. В обла­
сти непериодичности решение носит неустойчи­
вый характер, то есть бесконечно малые возму­
щения начальных условий приводят к  сильному 
возмущению решений на больших интервалах 
времени. При этом решение остается ограничен­
ным по амплитуде.

Рассмотрим поведение динамической систе­
мы, каковой является пульсирующий .пузырек, 
при переходе параметра е через бифуркационные 
значения е,. На рис. 1 представлена зависимость 
времени установления периодических пульсаций 
ts от амплитуды возбуждающего поля е. Расчеты 
выполнены для пузырька с равновесным радиу­
сом R0 = 2  х  10"5 м, возбуждаемого частотой 
/= 3 1 к Г ц , лежащей в зоне гармонического
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Рис. 1. Время установления ts периодических пульса­
ций пузырька. R0 = 2 х 1(П5 м ,/=  31 кГц.

Рис. 2. Функции автокорреляции Ка акустического 
излучения пузырька, а -  е = 0.9645; б -  е = 0.9787; 
в -  е = 0.9929. R0 = 2 х 10“5 м , / =  31 кГц.

резонанса порядка п/т  = 4/1. Вертикальные ли­
нии разделяют области с различными порядками 
пульсаций пузырька. В первой слева области по­
рядок пульсаций равен п/т  = 8/2 , далее соответст­
венно -  16/4, 32/8, 64/16, 128/32. В области, выде­
ленной штриховкой, пульсации пузырька стохас­
тические. Видно, что при приближении £ к 
бифуркационным значениям £, время установле­
ния периодических решений резко возрастает; с 
увеличением порядка пульсаций это время также 
возрастает, становясь бесконечным в области 
стохастических пульсаций.

Значения £,, соответствующие очередным 
бифуркациям удвоения периода, образуют ряд, 
подчиняющийся закону Фейгенбаума, описанно­
му в общем виде для динамических систем в рабо­
те [10]. Значение постоянной Фейгенбаума в 
нашем случае оказалось равно Ат1 = 4.6572, что 
с относительной точностью 0.26% совпадает с 
величиной X"1, полученной Фейгенбаумом для 
других динамических систем (X’ 1 = 4.6692). Иссле­
дование непериодических решений показало уве­
личение хаотичности при продвижении вглубь 
стохастической области. Периодичность авто­
корреляционных функций Ка акустического излу­
чения пузырька, представленных на рис. 2 , быст­
ро разрушается при увеличении е, так что при 
значении £ = 0.9929 для полного исчезновения пе­
риодичности и уменьшения значения Ка до 0.1 
вполне достаточно десяти периодов возбуждаю­
щего поля.

При дальнейшем увеличении амплитуды 
внешнего поля £ происходит обратная бифурка­
ция, то есть решения вновь становятся периоди­
ческими, но более низкого порядка п/т  -  3/1, 
после чего при увеличении £ вновь происходит 
переход к стохастическим пульсациям по схеме, 
описанной выше. Такую нелинейную систему 
принято относить к классу динамических систем 
со стохастическим аттрактором [10].

Зоны стохастических пульсаций пузырька 
равновесного радиуса R0 = 2 х 10-5 м показаны на 
рис. 3, где приведены зависимости безразмерного 
максимального на периоде возбуждающего поля 
радиуса пузырька Я+ от частоты возбуждения /. 
Параметром служит амплитуда возбуждения £. 
Крупные точки обозначают стохастические ре­
шения, а кружки и сплошные линии -  периодиче­
ские решения уравнения Джилмора. Зоны стоха- 
стичности заштрихованы, цифры над кривыми 
означают порядок резонанса. Видно, что стохас­
тические решения появляются при достаточно 
малых значениях £ (е = 0.847), и зоны таких реше­
ний лежат в областях ультрагармонических резо­
нансов. С возрастанием £ зоны стохастических 
решений расширяются, в этих зонах наблюдают­
ся также периодические решения, что характер­
но для нелинейных динамических систем такого 
класса. Таким образом, зафиксировав частоту 
возбуждающего поля /  и увеличивая амплитуду
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Рис. 3. Резонансные кривые пульсации пузырька. R0 = 2 x 1 0  5 м, /  -  е = 0.495; 2 - е  = 1.061; 5 - е  = 1.202.

акустического поля е, мы будем последовательно 
пересекать зоны гармонических резонансов раз­
ного порядка; при переходе от гармонического 
резонанса одного порядка к резонансу другого 
порядка происходит переход через зону бифурка­
ций и область стохастических пульсаций.

В соответствии с изменением характера пуль­
саций пузырька изменяется форма излучаемой 
им волны давления и спектр этого излучения. 
На рис. 4 показаны: зависимости безразмерного 
радиуса пузырька R от безразмерного времени 
т = t f  (слева), зависимости излученного пузырь­
ком давления от безразмерного времени (в цент­
ре) и спектры этого излучения (справа) для 
пузырька, возбуждаемого в области гармоничес­
кого резонанса порядка 4/1. При 6 = 0.28 (рис. 4а) 
пульсации пузырька близки к линейным. Однако 
форма излученной волны давления значительно 
отличается от синусоидальной. Спектр этого из­
лучения линейчатый и содержит гармоники воз­
буждающей частоты, амплитуды которых быст­
ро спадают с ростом частоты. При этом подчерк­
нуты составляющие с частотами, близкими к 
частоте собственных пульсаций (в частности, 
гармоника 4/). С ростом е порядок пульсаций пу­
зырька изменяется от 1/1 до 5/1, одновременно 
изменяется его излучение и спектр: интенсив­
ность гармонических составляющих, соответст­
вующих частоте собственных пульсаций пузырь­
ка, увеличивается, формируются максимумы на 
частотах, кратных этой частоте, и спектр посте­

пенно расширяется в область высоких частот (рис. 
46, е = 0.64). Интенсивность гармоники / / / =  6 на 
25 дБ и /• //=  13 на 15 дБ выше, чем интенсивность 
основной гармоники / / /  = 1. Здесь /  -  текущая 
частота в спектре шума. Резонансное возбужде­
ние пузырька (рис. 4в, е = 0.91) происходит на ре­
зонансе порядка 4/1 и сопровождается значитель­
ным увеличением амплитуды его пульсаций, амп­
литуды импульсов его акустического излучения и 
уменьшением их длительности, что приводит к 
значительному расширению спектра излучения в 
область высоких частот и уменьшению скорости 
его спадания. После первой бифуркации (рис. 4г, 
е = 0.94) период излучаемого давления удваивается, 
и в спектре появляются субгармоники//2 . При сле­
дующих бифуркациях в спектре появляются суб­
гармонические составляющие //4 , //8  (рис. 4д, 4е) 
и т.д. Следует отметить, что наибольшей интен­
сивностью во всех случаях обладают субгармони­
ки, расположенные вблизи собственной частоты 
пульсаций пузырька. Так, при е = 0.957 (рис. 4д) 
наиболее интенсивными являются субгармоники 
11//2 и 13//2, их уровень на 25 дБ выше уровня 
субгармоники/ /2  и лишь на 4 - 5 дБ ниже уровня 
гармоники 6/ . При е = 0.9645 (рис. 4ж) пульсации 
пузырька становятся непериодическими. В спект­
ре излучения появляется сплошная составляющая, 
уровень которой увеличивается по мере углубле­
ния в стохастическую область (рис. 4ж, 4з). При 
е = 0.9929 (рис. 4з) периодическая структура сигна­
ла практически разрушается, что приводит к
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Рис. 4. Пульсации пузырька (слева), акустическое излучение (в центре, Ри 10 5 Па), спектры акустического излучения 
(справа, дБ); а -  е = 0.28, п/т  = 1/1; б -  £ = 0.64; п/т = 5/1; в -  е = 0.91, п/т = 4/1; г -  е = 0.94, п/т  = 8/2; д -  £ = 0.957, 
л/m = 16/4; е -  £ = 0.9617, п/т = 32/8; ж -  £ = 0.9645, хаос; з -  £ = 0.9929, хаос. R0 = 2 х ИГ5 м ,/=  31 кГц. Акустическое 
излучение рассчитывалось на расстоянии г  = 10/?о от центра пузырька.

исчезновению субгармоник и заметному умень­
шению уровня гармоник над уровнем шума.

Изложенные выше результаты численных 
расчетов спектров излучения кавитационных 
пузырьков хорошо согласуются с результатами 
экспериментальных работ Лаутерборна и Кра­
мера [11 - 12]. В процессе весьма тщательно

выполненных измерений авторы обнаружили по­
следовательное появление в спектре субгармо- 
н и к //2 ,//4 ,//8 , появление вблизи субгармоничес­
ких составляющих шумовой компоненты и 
обратные бифуркации. Эти особенности полу­
ченных экспериментально спектров могут быть 
объяснены с помощью принятой нами модели
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одиночного пузырька, пульсирующего в сжимае­
мой жидкости под действием периодического 
акустического поля. В рамках этой модели могут 
быть также объяснены и другие эксперименталь­
ные факты, в частности, неодновременное появ­
ление в спектрах субгармоник различных поряд­
ков и наличие нескольких скачков интенсивности 
субгармонических компонент при увеличении 
амплитуды возбуждающего поля, появление суб­
гармоник низкой частоты и ультрагармоник. 
Это, очевидно, связано с последовательным 
возбуждением ультрагармонических резонансов 
различных порядков или последовательными 
прямыми и обратными бифуркациями.
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Emission of Sound by a Stationary Bubble under Stochastic Oscilations Liquid
V. I. Il’ichev, V. L. Korets, and N. P. Melnikov

For a single cavitation bubble in a viscous compressible liquid under a harmonic acoustical field, the transition 
from periodic oscillations to stochastic oscillations is investigated. The acoustical emission of a bubble and its 
spectra are calculated. The transition to stochastic oscillations is shown to occur through the consequent bifur­
cations of period doubling. Stochastic oscillation zones are located in the coordinates of the oscillation ampli­
tude and the excitation frequency.
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