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Предложена волновая статистическая теория теплового акустического излучения, построенная на 
основе модели гидродинамических флуктуаций. Выведено волновое стохастическое уравнение для 
флуктуаций давления со сторонними случайными механическими силами. Рассчитаны с учетом 
аппаратных функций регистрирующего устройства тепловые флуктуации давления в безграничной 
среде и в акустическом резонаторе. В случае резонатора приведены оценки условий регистрации 
отдельных резонансных пиков в зависимости от отношения размера преобразователя к размерам
резонатора.

Тепловое акустическое излучение несет ин­
формацию о глубинной температуре различных 
объектов, в том числе биологических [1, 2]. Из­
меряя интенсивность теплового акустического 
излучения в мегагерцовом диапазоне частот, уда­
ется определить на поверхности тела так называ­
емую акустояркостную температуру Га, которую 
можно связать с трехмерным распределением 
термодинамической температуры Т(х, у, z) внутри 
исследуемого объекта [3, 6]. Для определения 
связи величин Тл и Г(х, у , г) можно использовать 
различные теоретические подходы. В работе [7] 
тепловые колебания представляли как сумму бе­
гущих волн, использовали теорему равнораспре­
деления энергии для определения энергии этих 
нормальных мод и далее суммировали интенсив­
ность всех колебаний. Чаще (см. [2 - 6]) использо­
валось термодинамическое приближение. В част­
ности, в работе [3] при помощи закона Кирхгофа 
и были вычислены вклады в яркостную темпера- 
туру путем суммирования потерь вспомогатель­
ной волны во всех точках среды, по которой она 
распространяется, с учетом их температуры. 
Причем эти расчеты, как и в работе [1], проводи­
лись в энергетическом приближении, т.е. интер­
ференционные явления не учитывались. Очевид­
но, подобный термодинамический подход не поз­
воляет выявить корреляционные характеристики 
теплового акустического излучения, поэтому не­
обходимо привлечь статистические модели. Наи­
более разработана модель гидродинамических 
флуктуаций [8]. В гидродинамическом пределе 
предполагается, что флуктуации происходят за 
счет возникновения местных “случайных” меха­
нических напряжений и одновременные флуктуа­
ции в различных точках не коррелированы. Эта 
модель вполне адекватна во многих интересных 
случаях, в частности, как мы полагаем, в биоме­
дицинских приложения, поскольку во всех мягких

тканях скорость звуковой волны мало отличается 
от таковой в воде [9], и подобные среды можно с 
достаточной точностью описывать как жидкие.

В данной работе мы поставили задачу рассмо­
треть статистическую теорию теплового акусти­
ческого излучения на основе модели гидродина­
мических флуктуаций с учетом интерференцион­
ных явлений.

Поставленная задача разбита на три этапа: 
вывод волнового уравнения для звукового давле­
ния с учетом “сторонних” механических напряже­
ний, расчет флуктуаций давления в безграничной 
среде, расчет таких флуктуаций в акустическом 
резонаторе.

Для вывода волнового уравнения примем за 
основу уравнения гидродинамики [8]. Прене­
брегая вкладом теплопроводности, ограничимся 
двумя уравнениями:

Эр/Э/+ div(pv) = О, (1)

р ( d v / d t )  + р v k( d v / d x k) =
(2)

= -ЭР/Эх, + do'ik/ 8 x k,

где р -  плотность, v -  вектор скорости с компо­
нентами V/, t -  время, х, -  координаты, Р -  давле­
ние, G\k -  тензор механических напряжений. При
флуктуациях возникают местные спонтанные на­
пряжения sik. Таким образом,

= Л ( Ov/Эх*) + ( d v k/d X j )  -  
-  (2/3) 5itdiv v ) + CSu-div v + s ik,

где Т], £ -  коэффициент вязкости и объемной вяз- 
кости соответственно.
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Получим из (1) - (3) волновое уравнение. Сле­
дуя [8], полагаем р = р0 + 8р, v = ov, Р = Р0  + ЬР и 
отбрасываем нелинейные члены относительно 
флуктуирующих величин в неподвижной жидкос­
ти. Это приводит к системе двух уравнений для 5р 
и 8Р, в которых удобно разделить скорость на по­
тенциальную (“продольную”) и вихревую (“попе­
речную”) части (см. [8]). В пренебрежении флук­
туациями температуры, флуктуации плотности и 
давления связаны между собой соотношением 
8р = 5Р/и2, где и -  адиабатическая скорость звука 
в однородной жидкости. Используя эти сообра­
жения, можно записать уравнение (2) для про­
дольной части скорости. Взяв дивергенцию от 
обеих частей этого уравнения и используя урав­
нение (1), приходим к замкнутому волновому 
уравнению для флуктуаций давления:

А5Р -  ( 1 / и2)(Э28Р/Э?2) =
(4)

= ~ (1 /р ы 2)(£  + 4т1/3)Д(ЭбР/Эг) + d iv F (1).

Здесь F(1)(г, г) -  продольная часть местной спон­
танной силы F, которая связана с тензором спон­
танных напряжений соотношением F, = dsik/dxk. 
Продольная часть скорости у® может быть опре­
делена по известным флуктуациям давления с по­
мощью уравнения

p(3v®/8о = -  V8P -  (1/р и2)(С + 4Т1/3)У(Э8/7Э0 +
(5)

В модели гидродинамических флуктуаций [8] 
случайный тензор напряжений sik(t, г) принимает­
ся дельта-коррелированным в пространстве и во 
времени. Используя соответствующее выражение
[8], нетрудно показать, что корреляционная функ­
ция продольной части случайной силы F(1)(f, г) 
имеет вид

г г)> =

э2
= 2Г(С + 4 г |/3 ) - ..(j ) " 5(Г, -1-2)80, -  г2) =

o x m дх„т  п

(6)
= J (d(0/ 2 Tt)e~i,* ' l~'2)j ( d 3k / ( 2 K ?)  х

где спектральная плотность флуктуаций про­
дольной части случайной силы дается равенством

</7Г , /г' 1)>шк =  2 Щ  + 4 ц /3 )к ткп. (7)

Здесь и ниже Т  -  произведение постоянной 
Больцмана на абсолютную температуру. Система

уравнений (4) - (7) с дополнительными граничны­
ми условиями является основной для исследова­
ний теплового акустического излучения в рамках 
модели гидродинамических флуктуаций.

Для расчета флуктуаций давления в безгра­
ничной среде применяем к уравнению (4) прост­
ранственно-временное преобразование Фурье, 
представляя его решение в виде суперпозиции 
плоских волн типа 8 ~ кг3. Используя далее 
второе равенство (6) для корреляционной функ­
ции продольной части случайной силы, получаем 
для корреляционной функции флуктуаций давле­
ния подобного же рода выражение со спектраль­
ной плотностью флуктуаций, равной

(S^2)** = 4р7к2и5у/[(со2 -  к2и2)2 + 4(соиу)2], (8)
где коэффициент поглощения звука в однород­
ной жидкости у = (к2/2рм)(£ + 4т\/3). В области 
частот со = ±ки, где флуктуации особенно велики, 
приближенно, следуя [8], можно записать:

(8Р2) 0)к = рГм3у { 1 /[ (о ) -к м )2 + и2у2] + ^

+  1 /  [ ( co+ km) 2 +  hY ]  } •

Выражение (9) показывает, что в изотропной од­
нородной среде спектральная плотность флукту­
аций давления зависит только от абсолютной ве­
личины волнового вектора к.

Воспользуемся этим выражением для расчета 
среднего квадратичного давления (8P \t))  в одно­
родной среде с учетом аппаратной функции реги­
стрирующего устройства. Для оценки аппаратной 
функции заметим, что обычно звуковое давление 
на ультразвуковых частотах регистрируют с по­
мощью пьезопреобразователей в форме диска с 
радиусом а, много большим длины волны X, а > X. 
Измеряемой величиной является среднее давле­
ние на поверхности преобразователя, которое в 
наших обозначениях имеет вид

ос

8P(t)=  (1 /5 )  JdS |  (dco/2Tt) J [ ^ k / (2тг)3] x
— ( 10)

x  (8Рюк)ехр [ - j(c o r-k r)] .

Здесь 5 = па2  -  площадь диска, выражение 
(1 /5 )  Jc/5 обозначает усреднение по его поверх­

ности. Интегрировать по со достаточно в области 
положительных частот с удвоением результата. 
При интегрировании по к учитываем лишь вол­
ны, приходящие с одной стороны преобразовате­
ля 0 < 0 < тс/2, где азимутальный угол 0 отсчиты­
вается от нормали к диску, а полярный угол ср -  в 
плоскости диска. Начало координат г = 0 распо­
ложено в центре преобразователя. Для случая 
к а >  I усреднение по поверхности приводит к из-
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вестному результату [10] -  аппаратная функция 
имеет вид Ф(0) = 2/,(ка0)/кд0, где У, -  функция 
Бесселя первого порядка. Таким образом, преоб­
разователь принимает тепловое акустическое 
излучение только из узкого телесного угла. Учи­
тывая это обстоятельство, получим выражение 
для спектральной плотности этого излучения, ре­
гистрируемой преобразователем конечного раз­
мера:

я /2  2к

(бР2) ^  (1 /8 я3) j  d d j d <р х

х |у к [к 2Ф2(0)(5Р^к) sin0]

Интегрирование по углу <р дает множитель 2л, 
при интегрировании по 0 после замены перемен­
ной каВ = у для ка >  1 можно верхний предел за­
менить на «>. В результате после этих двух интег­
рирований получим:

(6Р2) „ = (1/2я) jd  [ (8Р2 к) / п а ] . (11)
о

(Заметим, что J~ [j\(y)/y] dy = 1/2 [11].) Как ви­
дим, спектральную плотность теплового излуче­
ния, регистрируемого преобразователем конеч­
ного размера, можно рассматривать как резуль­
тат решения одномерной задачи со спектральной
плотностью флуктуаций давления (S/ ^ Д ,  ко­
торая связана с таковой для трехмерной задачи 
соотношением

(8р Ц  =  (5 Р*к) / л а 2, ( 12)

т.е. фактически величина (8Р 2 к) делится на пло­
щадь преобразователя.

В качестве примера рассмотрим задачу о теп­
ловом акустическом излучении, регистрируемом 
преобразователем, идеально согласованным со 
средой, т.е. от поверхности которого нет отраже­
ний. Используя выражение (11), получим, что 
средний квадрат давления имеет вид

(8Р*(0 > = (1 /к ) j dcoflco) (1 /2п) х
о

х  J < fc [ ( 8 P 2 k) / п а 1 ]  =  ( р Т и / п а 2 )  Д /.

(13)

Здесь До)) -  частотная характеристика преобразо­
вателя, которую мы примем равной единице в ин­

тервале со, < со < 0)2, д  с= (сОз -  С0,)/2я -  ширина по­
лосы пропускания акустотермометра. Формула
(13) совпадает с известными результатами [3,4, б].

Расчет флуктуаций давления в акустическом 
резонаторе может быть произведен методом, 
аналогичным расчету тепловых флуктуаций эле­
ктромагнитного излучения [12, 13].

Ограничимся для простоты рассмотрением 
прямоугольного резонатора, занимающего об­
ласть пространства 0 < д:, < L„ где координаты х и 
х2  относятся к точкам поперечного сечения резо­
натора, а координата х 3  отсчитывается вдоль его 
продольной оси. Для упрощения задачи также 
примем, что удельный акустический импеданс 
стенок резонатора намного больше, чем находя­
щейся в нем жидкости. В этом случае волновое 
уравнение (4) решается с граничным условием 
обращения скорости у® в нуль на стенках резона­
тора [14]. Пренебрегая в уравнении (5) случайной 
силой, заменим это условие на требование обра­
щения в нуль нормального к поверхности S резо­
натора градиента от флуктуаций давления,

Э (8Р)/Э п|5 =  0 . (14)

Поставленная краевая задача решается с по­
мощью собственных функций звуковых колеба­
ний в резонаторе без поглощения. Из них собст­
венные функции

*2) = Zm(jc^)Zm£x^), m x,m 2 = 0 ,1 ,2 ,. . .

(15)

удовлетворяют уравнению

^Х^<",тг ^ т 1т2'^т,т2 = 0, (16)

где Д± -  лапласиан в плоскости поперечного сече­
ния Xt, х2, и дополнительному условию (14) на его 
границе. Можно сказать, что собственные функ­
ции (15) описывают поперечные моды резона­
тора с собственными значениями a m mj. Эти соб­
ственные функции ортонормированы согласно 
условию

jd x j J  dx2Am̂m̂An̂n̂ 6m̂8mn22 (17)

а их собственные значения задаются равенствами

а 1,п,г = (nm l/ L l) 1+ (nm 2 / L 2) 2.

Функции Zm (Xi) имеют явный вид

(18)

Zm,(x,) = Nm cos (JCmpr/L,) (1 = 1, 2, 3 ) (19а)
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с нормировочными постоянными

для т ,  =  О, 

для tfii 1> 2 ,...
(196)

Собственные функции

A (* 3 ) =  ZC*3), m, = 1 ,2 ,. . .  (20)

удовлетворяют уравнению

< ?/dx\A„3{x з)) + < A n/* 3) =  0 (21)

и дополнительному условию (14) при дг3= 0 ях 3 =Ьъ. 
Эти собственные функции ортонормированы и 
имеют собственные значения

jd x 3 AmA„} = (22а)
о

а т̂  = лт 3 /Ь 3. (226)

Собственные функции (20) описывают продоль­
ные моды резонатора.

В терминах введенных собственных функций 
и собственных значений звуковых колебаний 
резонатора краевая задача для волнового урав­
нения (4) с граничным условием (14) имеет реше­
ние вида

Формулы (23) и (24) позволяют рассчитывать 
средний квадрат звукового давления (SP2 (t)) в ре­
зонаторе с учетом аппаратной функции регистри­
рующего устройства. Пусть преобразователь 
имеет форму прямоугольника со сторонами 2 ЪХ и 
2й2, параллельными осями х х и х2, и расположен 
на грани х3  = 0 резонатора, а его центр совпадает 
с центром этой грани. Тогда аналогом формулы
(10) для среднего давления по поверхности преоб­
разователя в случае тепловых флуктуаций в резо­
наторе является равенство

Z./2 + Ь,
8 P(t) =  ( 1 / 2 b, ) f  dxx( \ / 2 b j  х

V 2-*.
V 2 + *2

х  J  dx 2 8 P (t,x l 7  x 2 , 0).
V 2-b3

Подставляя сюда выражение (23), после возведе­
ния в квадрат и усреднения с помощью корреля­
ционной функции (24) получаем

(5Р2̂ »  = J  ( d o / тг)До)) (6Р2) ш. (27)
о

Здесь спектральная плотность тепловых флукту­
аций имеет вид

8 P(t, x v  х2, х3) = J  ( d o / 2 %) е~ш  х

(23)оо

X Y j  a m,m2mJ(<BM m1m2( * 1.* 2 ) А Щ(Х3) .
я* 1* Wji пf j = 0

В этом разложении коэффициенты ат(со), где со­
бирательный индекс т = ( т „  т2, т3), задаются 
своей корреляционной функцией

<am(co)am.(co')> = ( 8 Р2) 2к8(о  + о %  , (24)©К т тт

где величина (8Р2) получается по известной
©к;

нам спектральной плотности флуктуаций давле­
ния в безграничной среде (бР2)** путем формаль­
ной замены квадрата волнового числа к2 в правой 
части равенства (8) на выражение

х 4  (0)Ф* м (6Р*) „ ,/ т{т2' <йкт

где Фт ^ т 2  -  аппаратная функция. Для нее справед­
ливо выражение

Фтт = [s in (n m 16 1/ L 1)/(T cm 16 1/ L 1)]  х
(29)

х  [sin (nm 2 b2 / L 2 ) /  (nm 2 b2 / L 2) ] .

Спектральная плотность флуктуаций давления 
(ЪРг) на резонансной частоте сот  = икт в соот­

ветствии с формулой (8) при замене в ее правой 
части волнового числа к  на кт принимает значение

(5Р2) И = И*„,*„ = р Т и /у т, (30)

3

£  =  < „ ,  + < =  (25)
i= 1

Основная формула (24) выводится как следствие 
первого равенства (6) для корреляционной функ­
ции случайной силы с использованием перечислен­
ных свойств собственных функций резонатора.

т.е. обратно пропорциональна коэффициенту по­
глощения на соответствующей частоте. В идеаль­
ном случае, когда коэффициенты вязкости не за­

висят от частоты, величина ут ~ сот -  соответст­
венно спектральная плотность на резонансных 
частотах должна спадать пропорционально квад­
рату частоты.
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Аппаратная функция Фт т2 согласно ее опреде­
лению (29) должна эффективно уменьшать вклад 
в спектральную плотность флуктуаций (28) всех 
поперечных мод резонатора с номерами тх и 
меньшими их максимальных значений mlmax = Lx/bx 
и т2тал = Ьг1Ь2  соответственно. В зависимости от 
величины соотношений L J b x и Ьг1Ьг поперечные 
моды могут оказывать различное воздействие.

Если эти отношения близки к  единице (узкий 
резонатор), то лишь несколько самых низкочас­
тотных поперечных мод могут попасть в полосу 
чувствительности приемного устройства из-за 
эффекта аппаратной функции. Поэтому все резо­
нансы будут, в основном, определяться только 
продольными модами и иметь частоты со00т  ̂ =
= иктгЩ  в соответствии с (25). Расстояние меж­
ду двумя соседними резонансными пиками по 
продольным модам Aa)00mj = wtc/Z^ является по­
стоянной величиной, ширина каждого пика, оце­
ниваемая по уровню 0.5, составляет Асоу = 2иу. 
Условием выделения резонансных пиков по про­
дольным модам является неравенство со00т > ДсОу,
которое эквивалентно соотношению:

L 3 y< n /2 . (31)

Как видим, условие выделения этих пиков за­
висит от коэффициента поглощения у. Например, 
в мышечной ткани величина у  = 2 0  м"1 [6], и при 
L3 ~ 0.02м произведение L3y~  0.4, так что условие 
(31) выделения пиков по продольным модам удов­
летворяется.

Если величины L x/b Xy L2/&2 ^  1, а также L Xf 
L2  > L 3  (широкий резонатор), то поперечные 
моды вносят вклад в частотный спектр спект­
ральной плотности флуктуаций давления в виде 
появления групп частот вблизи каждого основно­
го резонанса, определяемого продольной модой.
Рассмотрим одну такую моду т 3 и положим для 
простоты L x = Z^, bx = b2. Выражение (25) можно 
переписать в виде:

со 0 = (71ит°/13)( 1 + (L3/Z,,)2 хWj/«2W3

х  [ ( т , / /п 3)2 + (m2/m 3)2] )1/2.

Нетрудно показать, что, поскольку максималь­
ные значения т Хтлх = = L x/b x, вместо одной

основной частоты, определяемой величиной т 3, 

появляется полоса со 0 < с о  0 < со л0 [ 1 +00m3 т1 т2т3 00m3
+ ( X / 2 b j ) 2 ] , состоящая из пиков поперечных

мод, расстояние между которыми пропорцио­
нально т ,.

При Атх = 2 и Ат2  = 0 получим:

Дсо
11 /f,2r/̂3

=  2шДО «/Л л ft!* 00 ДО

Для середины полосы

Дсо 0 = (1/2) со 0 (k/2bx)2 (2bx/L x).00/П3

Для значений X -  0.75 мм (частота 2 Мгц, ско­
рость звука в воде 1500 м/с), 2Ьх = 10 мм, L, = 50 мм 
в середине полосы расстояние между пиками по­
перечных мод составит ~1 кГц, а полная ширина 
полосы ~ 10 кГц. Возможность выделить эти пики 
поперечных мод зависит от коэффициента погло­
щения у. В рассмотренном уже примере мышеч­
ной ткани ширина пиков поперечных мод вслед­
ствие поглощения ~ 10 кГц, что делает невозмож­
ной регистрацию отдельных пиков. Поэтому в 
случае широкого резонатора могут наблюдаться 
отдельные пики по продольным модам, расшире­
ние за счет вклада поперечных мод до соответ­
ствующих полос.

В заключение отметим, что изложенный ста­
тистический подход к  исследованию тепловых 
флуктуаций акустического теплового излучения 
позволяет также рассчитывать корреляционные 
функции волнового флуктуирующего поля в раз­
личных экспериментальных ситуациях с учетом 
отличного от единицы коэффициента отражения 
звука на границах раздела, волновых явлений при 
наличии регулярных неоднородностей среды, а 
также эффектов рассеяния звука на случайных 
неоднородностях.
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Study of Thermal Acoustic Radiation in the Framework
of a Hydrodynamic Fluctuation Model

Yu. N. Barabanenkov and V. I. Pasechnik
We propose a statistical wave theory of thermal acoustic radiation based on a hydrodynamic fluctuation model. 
A stochastic wave equation for pressure fluctuations with extraneous random mechanical forces is derived. 
Thermal pressure fluctuations in a boundless medium and in an acoustic resonator are calculated with regard 
to the instrumental function of the detection system. For the resonator, we evaluate conditions for the detection 
of separate resonance peaks depending on the ratio between transducer and resonator dimensions.
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