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Дан обзор методов анализа полного звукового поля гармонического источника в стратифицирован­
ном море. Выполнено сопоставление результатов расчета полей на основе метода “обобщенных” 
нормальных мод (ОНВ), метода Юинга-Джардетского-Пресса и равномерного по частоте асимпто­
тического метода. При помощи метода ОНВ обнаружено, что на первых 5 критических частотах 
боковая волна наряду с нормальными модами играет большую роль в формировании структуры 
звукового поля.

В течение последних четырех десятилетий 
значительное число работ [1-17] было посвяще­
но анализу точного решения фундаментальной 
задачи о звуковом поле точечного гармоническо­
го излучателя в стратифицированном океане с 
разнообразными геоакустическими моделями 
дна. Несмотря на то что в этих работах были 
сравнительно давно получены альтернативные 
точные, приближенные и асимптотические пред­
ставления для полного поля, современные иссле­
дования распространения [8] низкочастотного 
звука в океане требуют тщательного и эффек­
тивного численного анализа точных представле­
ний поля с целью выяснения роли различных вол­
новых компонент в формировании его интерфе­
ренционной структуры.

Приведем краткий обзор численных и прибли­
женных аналитических методов анализа полного 
звукового поля, причем основное внимание уде­
лим сравнительно новому эффективному методу 
“обобщенных” нормальных мод [15, 16]. Эффек­
тивность последнего обусловлена тем, что доста: 
точно хорошая точность вычислений поля дости­
гается посредством суммирования сравнительно 
небольшого числа дискретных аппроксимирую­
щих элементов -  “обобщенных” нормальных 
мод. Высокая точность метода и его равномерная 
справедливость на всех частотах, и в частности 
при прохождении частоты через критические 
частоты океанического волновода, подтвержда­
ется сопоставлением вычисленных на основе это­
го метода горизонтальных разрезов полного поля 
с опубликованными результатами, полученными 
другими методами. Анализируются результаты 
расчетов полей на первых 5 критических часто­
тах и обращается внимание на то, что боковая 
волна на нескольких первых таких частотах (или 
вблизи них) играет наряду с нормальными мода­
ми весьма существенную роль в формировании 
уровня и интерференционной структуры как

ближнего так и дальнего звукового поля, на рас­
стояниях от источника, во много раз превышаю­
щих толщину водного слоя. Обсуждается вопрос 
применимости традиционного приближения нор­
мальных мод с увеличением номера критической 
частоты.

Как известно, полное звуковое поле точечно­
го источника для классических моделей верти­
кально-стратифицированного океана строго оп­
ределяется как интегральное преобразование 
Ганкеля от функции Грина дифференциального 
уравнения второго порядка. Поскольку она явля­
ется мероморфной и содержит точки ветвления, 
этот интеграл может быть полно представлен в 
виде суперпозиции мод дискретного (вычеты в 
полюсах) и непрерывного (контурные интегралы 
по берегам разрезов, проходящих через точки 
ветвления) спектров. Выбор линий разрезов при­
водит к  альтернативным смешанным дискретно­
непрерывным представлениям полного поля.

С.Л. Пекерис и Ю.Л. Газарян [1,3] использова­
ли в качестве разреза полубесконечную прямую 
линию, параллельную мнимой оси. Точное 
выражение для давления звукового поля в этом 
случае включает три компоненты: конечную 
сумму “собственных” мод, или распространяю­
щихся мод; бесконечную сумму затухающих с 
расстоянием вдоль волновода “несобственных”, 
или “вытекающих” мод; интеграл по берегу раз­
реза -  суперпозицию мод непрерывного спектра. 
“Собственные” и “несобственные” моды обычно 
называют нормальными модами, а интеграл по 
берегу разреза -  боковой волной.

Наряду с пекерисовским разрезом также часто 
используется предложенный Юингом, Прессом и 
Джардетским так называемый Е/Р-разрез [5 - 7], 
который пробегает от точки ветвления к нулю 
вдоль вещественной оси и затем следует вдоль 
положительной мнимой оси на бесконечность.
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В этом случае точное представление для звуково­
го давления приводится к сумме только “собст­
венных” мод и интеграла по EJP-разрезу, называ­
емого непрерывным спектром мод. Из сравнения 
двух представлений звукового поля, соответству­
ющих двум традиционным выборам разрезов, 
следует, что непрерывный спектр мод в смысле 
EJP включает в себя бесконечную сумму “несоб­
ственных” мод и боковую волну.

Численная реализация указанных способов 
вычисления полного звукового поля в океане тре­
бует применения эффективных процедур поиска 
полюсов (собственных значений), собственных 
функций нормальных мод и вычисления интегра­
лов по выбранным разрезам. Для численного оп­
ределения всех собственных значений могут быть 
применены алгоритмы и программы, развитые, 
например, в работах [9 - 11]. После того как эти 
величины найдены и сохранены в памяти ЭВМ, 
без существенных затрат времени ЭВМ могут 
быть рассчитаны подробные пространственные 
распределения дискретной компоненты поля -  
суммы нормальных мод звукового давления в 
волноводе. Однако вычисление непрерывной 
компоненты поля требует значительных затрат 
времени ЭВМ и усилий программиста, связанных 
с необходимостью выполнения процедуры мно­
гократного интегрирования сложной быстроос- 
циллирующей функции. Последняя в случае вол­
новода с произвольным профилем скорости звука 
к тому же выражается через решение краевой за­
дачи для обыкновенного дифференциального 
уравнения второго порядка, которое должно мно­
гократно вычисляться для значений спектрально­
го параметра в процессе численного интегриро­
вания. Указанные сложные вычислительные 
операции должны выполняться на каждом шаге 
вертикального и горизонтального разрезов зву­
кового поля, что затрудняет контроль погрешно­
стей вычислений.

Важное достоинство EJP-представления со­
стоит в том, что оно требует определения лишь 
вещественных полюсов и избавляет от вычисле­
ний комплексных полюсов и соответствующих 
вычетов, поскольку вклад последних заключен в 
интеграле по Е/Р-разрезу. Программа вычисле­
ния полного поля на основе этого представления 
была развита в работе [12] для модели океана с 
кусочно-линейными профилями квадрата пока­
зателя преломления. Однако непосредственное 
вычисление интеграла по EJP-контуру затрудни­
тельно, когда частота излучателя близка или сов­
падает с одной из критических частот волновода. 
При прохождении частоты через одну из крити­
ческих частот происходит переход комплексных 
полюсов в вещественные полюсы, так что на кри­
тической частоте полюс попадает в концевую 
точку интеграла (точку ветвления) или оказыва­
ется вблизи нее. Кроме того, на достаточно высо­
ких частотах вблизи участка Е/Р-контура вдоль

вещественной оси может находиться большое 
число комплексных полюсов, вследствие чего по­
дынтегральная функция является осциллирую­
щей и характеризуется сильными вариациями. 
Эти обстоятельства сильно осложняют вычисле­
ния интеграла по EJP-контуру.

Для устранения этих вычислительных труднос­
тей были развиты равномерные асимптотические 
выражения для Е/Р-интеграла, справедливые на 
критических частотах и в их окрестностях [13,14]. 
В этих работах мероморфная подынтегральная 
функция представляется в виде ряда Миттаг-Леф- 
флера, ассоциированного с комплексными полю­
сами “несобственных” мод, и преобразуется в сум­
му интегралов типа Лапласа, для каждого из ко­
торых на основе метода Франклина-Фридмана [13] 
выводятся равномерные сходящиеся асимптоти­
ческие разложения. Указанный метод позволяет 
избежать процедуры непосредственного числен­
ного интегрирования, но по-прежнему требует 
вычисления комплексных полюсов.

В целях преодоления указанных выше трудно­
стей вычисления непрерывного спектра мод, и в 
особенности на критических частотах или в их ок­
рестностях, в работах [15, 16] был развит метод 
приближенного преобразования непрерывного 
спектра мод в дискретный. Этот метод основыва­
ется на аппроксимации давления полного звуко­
вого поля суммой “обобщенных нормальных” 
мод (ОНВ), которые выражаются через ком­
плексные собственные значения и собственные 
функции обыкновенного дифференциального 
оператора второго порядка с некоторым эффек­
тивным краевым условием 3-го рода, моделирую­
щим бесконечное донное полупространство. Вы­
ражения для ОНВ совпадают по внешнему виду с 
выражениями для нормальных волн в случае, 
когда дно в виде однородного полупространства 
заменено слоем толщины L  с абсолютно жесткой 
нижней границей. При этом величина L  формаль­
но полагается комплексной величиной, равной 
L  = |L|exp(/;i/4). Как было показано в работах 
[15, 16], абсолютная погрешность аппроксимации 
давления полного звукового поля суммой ОНВ 
убывает с ростом \L\ как 0 (|L |-3), если частота от­
лична от критических частот волновода, и как 
OflLI"1), если частота равна какой-либо из крити­
ческих частот волновода или близка к ней.

Приближенное дискретное представление зву­
кового давления суммой ОНВ позволяет произве­
сти вычисление полного поля на основе ранее 
разработанных эффективных и универсальных 
процедур численного поиска комплексных собст­
венных значений и собственных функций спект­
ральных задач с импедансными краевыми услови­
ями 3-го рода, зависящими от спектрального пара­
метра. Важно отметить, что метод ОНВ требует 
однократного численного определения и запоми­
нания сравнительно небольшого числа [15, 16] 
собственных значений и собственных функций,
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Рис. 1. Горизонтальные разрезы интенсивности звукового поля: а -  50 Гц; б -100  Гц; ( — ) -  метод ОНВ (полное поле); 
(Л) -  метод EJP (полное поле); ( ------) -  метод нормальных мод; (х) -  1-я собственная мода.
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Рис. 2. Горизонтальные разрезы интенсивности пол­
ного звукового поля в окрестности 1-й критической
частоты: ( — ), ( ------) -  метод ОНВ; (х) -  48.38 Гц;
(А) -  1-я критическая частота 54.274 Гц; (• )  -  60 Гц. 
равномерный асимптотический метод.

после чего без существенных затрат времени 
ЭВМ могут быть рассчитаны пространственные 
распределения полного звукового поля в волно­
воде с произвольными шагами по дистанции и 
глубине. В целом, метод ОНВ является эффек­
тивным по сравнению с предыдущими методами, 
требующими для вычисления непрерывного спе­
ктра мод многократного интегрирования слож­
ных и быстроосциллирующих функций.

На рис. 1 -4  приводится и обсуждается ряд при­
меров численных расчетов интерференционной 
структуры полного звукового поля точечного из­
лучателя в мелководных волноводах по програм­
ме [17] для ЭВМ БЭСМ-6, в которой был реали­
зован метод ОНВ. На рисунках представлены за­
висимости уровня интенсивности J  в децибелах: 
J=  201g|p(r)/p0| (р -  давление звукового поля в 
точке приемника); р0 -  звуковое давление в сво­
бодном пространстве на расстоянии 1 м), от гори­
зонтального расстояния г между излучателем и 
приемником.
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Рис. 3. Горизонтальные разрезы интенсивности 
ближнего звукового поля: а -  1-я критическая часто­
та 54.274 Гц; б -  2-я критическая частота 162.823 Гц; 
в -  5-я критическая частота 488.469 Гц; ( — ) -  метод 
ОНВ (полное поле); ( ----- ) -  метод нормальных мод.
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Рнс. 4. Горизонтальные разрезы интенсивности звуковых полей: а -  2-я критическая частота; б -  3-я критическая час­
тота; в -  5-я критическая частота; ( — ) -  метод ОНВ (полное поле); ( ------) -  метод нормальных мод; (х) -  поле че­
тырех собственных мод.
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Прежде всего с целью тестирования метода 
ОНВ на рис. 1 - 2  сопоставлены некоторые из 
указанных численных результатов с ранее опуб­
ликованными результатами [12, 13] авторов, ис­
пользовавших другие численно-аналитические 
методы и компьютерные программы. На рис. 1а, 
16 для частот/=  50 и/ =  100 Гц представлены кри­
вые спадания интенсивности /(г) при глубинах по­
гружения излучателя Zo = 6.096 м и приемника Z\ = 
= 12.192 м для модели мелкого моря с толщиной 
водного слоя Я  = 45.72 м, с глубинным профилем 
скорости звука c(z)

г(м) с (z) м/с
0 1524

15.24 1520.9
45.72 1517.9

и с дном в виде жидкого однородного непоглоща­
ющего полупространства, в котором скорость 
звука сх и плотность р, были приняты равными 
С\ = 1541.31 м/с; pj = 1.4 г/см3. Сплошной линией на 
рис. 1а, 16 показаны результаты вычисления го­
ризонтальных разрезов полного звукового поля 
по методу ОНВ, а символом (Д) -  результаты рас­
чета разрезов полного звукового поля на основе 
£/Р-представления, заимствованные из работы 
Стиклера [12]. Вычисления полного звукового 
поля по методу ОНВ были выполнены для частот 
/= 5 0 и  100Гц при значениях “комплексной” тол­
щины \L\ = 2Я, 4Я, 8Я  (Я -толщ ина водного слоя) 
и было обнаружено, что начиная с \L\ = 2Я, этот 
метод дает результаты, практически не отличаю­
щиеся от результатов для \Ц = 4Я, |L| = 8Я и пре­
восходно совпадающие с точными результатами 
работы [13], что указывает на быструю сходи­
мость метода ОНВ при увеличении \Ь\. В двух 
рассмотренных случаях существует лишь одна 
“собственная” мода, причем для частоты /=  50 Гц 
ее фазовая скорость немного меньше скорости 
звука в грунте сх = 1541.31 м/с (т.е. частота /  = 
= 50 Гц немного больше 1-й критической часто­
ты), а для частоты / =  100 Гц фазовая скорость 
единственной собственной моды значительно от­
личается от Cj = 1541.31 м/с. Пунктирной линией 
на рис. 1а изображен результат вычисления гори­
зонтального разреза интенсивности звукового 
поля, полученный суммированием нормальных 
мод: одной распространяющейся собственной мо­
ды и конечного числа вытекающих мод, необхо­
димого для обрывания бесконечной суммы мод 
на минимальном расстоянии. Из сопоставления 
двух кривых на рис. 1а следует, что уровень ин­
тенсивности полного звукового поля заметно от­
личается от значений уровня интенсивности, 
предсказываемого теорией нормальных мод, 
даже на очень больших горизонтальных расстоя­
ниях, много больших толщины водного слоя: на­
пример, при г -  1 км различие в уровнях составля­

ет примерно 16 дБ, а при г = 16 км -4 .5  дБ. Это оз­
начает, что сумма собственных и несобственных 
мод в рассматриваемом примере сама по себе не 
является адекватным приближением для полного 
звукового поля, поскольку боковая волна вносит 
в результирующее поле существенный вклад. На 
частоте / =  100 Гц, значительно отличной от кри­
тической частоты, результаты вычисления пол­
ного звукового поля по методу ОНВ на рис. 16 
практически неотличимы от результатов, полу­
ченных суммированием 1-й собственной моды и 
вытекающих мод, и поэтому эти результаты изо­
бражены одной и той же сплошной линией. Это 
означает, что вклад в полное звуковое поле боко­
вой волны (интеграла по пекерисовому разрезу) 
пренебрежимо мал, поэтому применение прибли­
жения нормальных мод для аппроксимации пол­
ного поля справедливо с высокой точностью. 
Символом (х) на рис. 16 изображен уровень ин­
тенсивности 1-й собственной моды.

С целью иллюстрации как точности метода 
ОНВ, так и его равномерности в окрестности (ка­
кой-либо критической частоты) на рис. 2 пред­
ставлено семейство кривых J(r) в водном слое 
(глубины излучателя и приемника Zo = 6.096 м и 
Z\ = 12.192 м) на 1-й критической частоте /  = 
= 54.27414 Гц и на четырех частотах/ =  48.38 Гц; 
54.20 Гц; 54.78 Гц и 60 Гц в ее окрестности для 
другой модели мелкого моря -  волновода Пеке- 
риса со следующими параметрами: толщина вод­
ного слоя Я  = 45.72 м; скорость звука в водном 
слое c(z) = const = 1524 м/с; скорость звука в жид­
ком однородном дне сх = 1542.288 м/с; плотность 
дна Pi = 1.4 г/см3. На этом рисунке вычисленные 
методом ОНВ неразличимые кривые /(г) полно­
го звукового поля для трех частот /  = 54.20; 
54.27414; 54.28 Гц проведены пунктирной линией, 
а кривые Д г) для ч асто т /=  48.38 Гц и/ =  60 Гц -  
изображены сплошными линиями. Символами 
(•) , (А) и (х) на эти кривые нанесены заимство­
ванные из работы [13] результаты вычислений 
звуковых полей на основе вышеупомянутого 
равномерного асимптотического метода [13, 14]. 
Как видно из рис. 2, метод ОНВ обеспечивает 
точные вычисления полного поля равномерно в 
области частот, включающей 1-ю критическую 
частоту волновода.

На рис. 3 - 4  для той же самой модели волно­
вода Пекериса приводим и сопоставляем кривые 
спадания /(г) полного звукового поля (сплошные 
линии), рассчитанные методом ОНВ, с кривыми 
/(г), полученными суммированием собственных и 
несобственных нормальных мод (пунктирные ли­
нии). Соответственно в диапазонах горизонталь­
ных расстояний г = 45 -1100 м и г = 45 м - 22 км на 
частотах/, совпадающих с первыми тремя крити­
ческими частотами /  = /  = 54.27435 Гц, /  = / 2 = 
= 162.82305 Г ц ,/= /3 = 271.3717 Гц, и с 5-й критиче­
ской ч асто то й /= /5 = 488.46916 Гц. Символом (х) 
на рис. 4в изображены результаты, полученные
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суммированием четырех собственных мод. На 1-й 
критической частоте амплитуда 1-й нормальной 
моды равна нулю, и поэтому поле нормальных 
мод представляет собой сумму экспоненциально 
затухающих с ростом г несобственных мод. Как 
видно из рис. За, различия между сплошной и 
пунктирной кривыми /(г), характеризующие 
вклад боковой волны, велики и сильно возраста­
ют с увеличением расстояния г, так что традици­
онное приближение нормальных мод в этом слу­
чае неприменимо. В случае совпадения частоты / 
со 2-й критической частотой волновода, поле 
нормальных волн формируется 1-й собственной 
модой и несобственными модами, причем ампли­
туда 2-й собственной моды равна нулю. На этой 
частоте различия между значениями уровня ин­
тенсивности Дг) полного звукового поля и значе­
ниями уровня /(г), предсказываемыми теорией 
нормальных мод, в ближнем поле на расстояниях 
г — 45 - 1100 м также являются значительными и 
достигают максимальных значений ~20 дБ на 
расстояниях г = 450 м (рис. 36). В целом полное 
звуковое поле в диапазоне расстояний г = 1 - 22 км 
(рис. 4а) имеет регулярный осциллирующий 
характер, обусловленный интерференцией 1-й 
собственной нормальной моды с боковой волной. 
Как видно из рис. 4а, амплитуда осцилляций уров­
ня интенсивности Дг) полного звукового поля от­
носительно кривой уровня Дг), соответствующей 
полю нормальных мод, медленно уменьшается с 
увеличением расстояния г. Этот пример показы­
вает, что на 1-й критической частоте боковая 
волна играет весьма заметную роль в формирова­
нии интерференционной структуры вплоть до 
больших расстояний, во много раз превосходя­
щих толщины водного слоя, так что применение 
метода нормальных мод для оценки уровня звуко­
вого поля в большом диапазоне горизонтальных 
расстояний приводит к  значительным ошибкам. 
На остальных графиках (рис. 3 -4 )  представлены 
зависимости Дг) для 3-й и 5-й критических частот, 
являющиеся результатом интерференции боко­
вой волны, распространяющихся собственных 
мод (двух на 3-й критической частоте и четырех -  
на 4-й критической частоте) и несобственных 
мод. Из сравнения кривых зависимостей Дг) для 
полного звукового поля, аппроксимируемого 
нормальными модами, следует, что даже на 3-й и
5-й критических частотах боковая волна вносит 
заметный вклад в интерференционную структуру 
ближних полей для г ~ 45 - 1100 м, но меньший по 
сравнению с 1-й и 2-й критическими частотами. 
Кроме того, как видно из рис. 4, с возрастанием но­
мера критической частоты уменьшается мини­
мальное расстояние г от источника, начиная с ко­
торого расхождения в уровнях Дг), предсказывае­
мых точной теорией и теорией нормальных мод, 
становятся незначительными и убывают с даль­
нейшим увеличением расстояния. Эта тенденция 
объясняется тем, что с возрастанием номера п

критической частоты относительный вклад в по­
ле боковой волны, компенсирующей ( л -  1)-ю 
нормальную волну с нулевой амплитудой, умень­
шается по сравнению с суммой (л -  1)-го числа 
нормальных мод.

Таким образом, представленные численные 
результаты показывают, что в ряде случаев пре­
небрежение вкладом боковой волны и примене­
ние для оценок поля приближения нормальных 
мод не являются правомерными: на частоте, 
равной или меньшей 1-й критической частоты, 
когда ни одна “собственная” мода не возбуждает­
ся в волноводе; на частотах, равных или близких к 
нескольким последующим критическим частотам 
(л = 2, 3, 4) и вплоть до расстояний, значительно 
превышающих толщину водного слоя. При этом 
расхождения между уровнями звуковых полей, 
предсказываемых точной теорией и приближен­
ной теорией нормальных мод, могут достигать не­
скольких десятков децибел. Однако с увеличением 
номера критической частоты указанные разли­
чия заметно уменьшаются, и соответственно 
уменьшается нижняя граница горизонтальных 
расстояний, на которых традиционное приближе­
ние нормальных мод обеспечивает приемлемые 
оценки звукового поля.

Отметим также, что результаты численного 
анализа полного звукового поля могут быть ис­
пользованы для исключения волноводных эф ­
фектов при калибровке тональных или шумовых 
излучателей в условиях мелкого моря, для пра­
вильного приведения уровня измеряемой интен­
сивности звукового поля к ближнему расстоя­
нию, для оценки характерного расстояния, начи­
ная с которого сферический закон убывания поля 
переходит в цилиндрический, и для решения не­
которых обратных задач.
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Interference Structure of the Full Field of a Harmonic Point Sound Source
in a Shallow Sea

V. D. Krupin
This paper reviews techniques for calculating the full harmonic sound field of a point source in a layered ocean. 
Computation results of a generalized normal-mode technique (Ewing-Jardetzky-Press method) and a uniform 
asymptotic expansion technique are compared.
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