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Рассматриваются различные методы постановки и решения одномерной обратной задачи акусто­
термографии и СВЧ-радиометрии в однородной плоскослоистой среде при малом количестве 
исходных данных; предложены два метода приближения внутренней термодинамической темпера­
туры, дана оценка их погрешностей.

При исследовании биообъектов существенную 
информацию о проходящих в них процессах мо­
жет дать распределение глубинной температуры, 
которую можно измерять с помощью неинвазив­
ных методов: акустотермографии и СВЧ-радио­
метрии. Оба метода построены на измерении 
шумового излучения (акустического или элект­
ромагнитного) возникающего в результате теп­
лового движения атомов и молекул внутренних 
тканей изучаемого объекта, но отличаются дли­
нами волн (в акустике -  миллиметровые, в СВЧ- 
радиометрии -  сантиметровые).

Изучаемый объект характеризуется простран­
ственным распределением внутренней темпера­
туры Г, поглощением (коэффициент поглощения 
по мощности у) и отражением (коэффициент R) 
как внутри объекта, так и на его границах. Акус­
тотермометр (АТ), находящийся вне изучаемого 
объекта, регистрирует акустояркостную темпе­
ратуру ТА [1]. Аналогичная величина -  радиояр- 
костная температура TR измеряется СВЧ-радио- 
метром. Определение внутреннего распределе­
ния температуры Т  по известным значениям ТА 
(или TR) является обратной задачей. Для СВЧ-ра­
диометрии решение одномерной обратной задачи 
методом регуляризации по Тихонову предложено 
в [2]. Авторы восстанавливают температурный 
профиль по значениям TR на разных частотах, т.е. 
разных глубинах проникновения радиоволн. К со­
жалению, мультиспектральное зондирование с 
большой детальностью нереализуемо, поскольку 
фактически требуется измерительный прибор 
(АТ или радиометр) на каждую частоту. Поэтому 
необходимо решать данную задачу, используя ог­
раниченный набор ТА -  3 ... 5 значений.

Цель работы состоит в том, чтобы решить од­
номерную обратную задачу акустотермографии 
и СВЧ-радиометрии в однородной плоскослоис­
той среде для малого числа исходных значений ТА 
(или То).

Рассмотрим следующую простую модель изу­
чаемого объекта: полупространство, ограничен­
ное плоскостью z = 0; ось z направим в глубь полу­
пространства; АТ или антенну радиотермометра 
поместим в начало координат. (Ниже для опреде­
ленности будем рассматривать случай АТ.) Пусть 
внутренняя температура объекта зависит только 
от переменной z - T  = T(z), т.е. имеем плоскосло­
истое пространственное распределение. Будем 
считать, что отражения от границы тела незначи­
тельны и ими можно пренебречь, а также, что ис­
следуемая среда однородна, т.е. коэффициент 
поглощения во всем объекте не зависит от пере­
менной Z -

Известно [1], что в этом случае АТ, принима­
ющий излучение вдоль оси z, измеряет а кустояр­
костную температуру

оо

ТА0 ) = J  У ехР (_ yz) T(z)dz. (1)
0

Прийти к уравнению типа (1) можно, исполь­
зуя различные методы [3]: мультиспектральное 
зондирование, поворот пластины пьезоприемни­
ка АТ, использование фокусированного прием­
ника. Акустояркостная температура во всех пере­
численных методах определяется интегральным 
уравнением, аналогичным (1).

Для определения T(z) по известной зависимос­
ти 7^(у) нельзя использовать разработанные ме­
тоды регуляризации, так как они предполагают, 
что число исходных данных достаточно велико. 
Поэтому мы приближали T(z) разными видами 
функций, а именно: ступенчатыми функциями,
6-функциями и многочленами.

Ступенчатыми функциями T(z) приближали 
распределения внутренней температуры, имею­
щие максимум в некоторой области значений z. 
T(z) = Ту если a < z< b \\T 0y если 0< z< anz> by  где ау 
b и Т0 -  передняя и задняя границы и температура
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ДГ, К (а) ДГА,К ( б )

Рис. 1. а -  распределения по оси z термодинамических температур АТ для случая сильного нагрева в узкой области (/) 
и слабого нагрева широкого слоя (2); б -  соответствующие им зависимости акустояркостных температур АТА от глу­
бины проникновения х волн в исследуемый объект.

нагретой области, соответственно. Т  -  темпера­
тура исследуемой среды. Отметим, что акустояр- 
костная температура, соответствующая нулевой 
глубине проникновениях  = 0 (х  = 1/у-расстояние, 
на котором волна затухает по мощности в е раз), 
равна термодинамической на границе тела ТА(х = 
= 0) = ДО). При исследовании такого способа при­
ближения выяснилось, что он дает сильный раз­
брос рассчитываемых параметров, который не 
позволяет однозначно определить д, b и Т  одно­
временно. Это хорошо видно из решения прямой 
задачи (рис. 1). На рис. 1а показаны два принципи­
ально различных распределения термодинамичес­
кой температуры ДДг) = T(z) -  Т0 при сильном 
нагреве в узкой области и при слабом нагреве ши­
рокого слоя (кривые /  и 2 соответственно), на 
рис. 16 -  соответствующие им практически сов­
падающие акустояркостные температуры АТА(х) = 
= ТА(х) -  Т0 (кривые 1 и 2 соответственно). Этот 
пример хорошо иллюстрирует некорректность 
поставленной обратной задачи -  невозможно 
указать погрешность полученного результата в 
случае произвольного распределения Г(г). Выяс­
нилось, что для рассматриваемых распределений 
T(z) достаточно точно приближаются только по­
ложение максимума Zo ~ {Ь -  а)/2 и величина Q, 
пропорциональная количеству тепла в нагретой
области, Q = J^A r(z)dz « (& -д )(Г -Г 0), где Я - о б ­
ласть нагрева. Таким образом, распределения Дг), 
имеющие экстремум, можно приближать 8-функ­
циями ДДг) = QS(z -  Zo)- Соответствующие им 
акустояркостные температуры -  образы функ­

ций ДДг) -  принимают вид: АТА(у) = (2уехр(-уго) 
или АТА(х) = Qcxp(-Zo/x)/x.

Для приближения реальной зависимости ТА(х) 
образом 8-функции, использовался следующий 
алгоритм: рассчитывали новую функцию G(y) = 
= 1п{[Д(у) -  Г0]/у}, полученные значения G(у) 
приближали прямой А + By методом наименьших 
квадратов. Нетрудно видеть, что Q = ехр(Д), 
a Zo = -В . Погрешность вычисления Q и Zq оцени­
валась методом, изложенным в [4]. На рис. 2а при­
ведены границы областей искомых параметров Q 
и Zo, соответствующие реализуемым эксперимен­
тально погрешностям определения ТА (или TR) 
8ТА = 0.04; 0.1 К (кривые У и 2 соответственно) при 
доверительной вероятности а  = 90%.

Кривые получены следующим образом: рас­
пределение термодинамической температуры
задавалось 8-функцией: A7(z) = £?8(z -  z0). (Q и 
z0 -  точные значения.) Рассмотрены три рас­
пределения AT(z), отличающиеся величиной z0:
z J X  = 0.25; 0.5 и 0.75 (X  -  максимальная возмож­
ная глубина проникновения волн в исследуемый
объект); Q = 1 см-К. Затем по (1) были вычисле­
ны соответствующие ТА(х). В точках xh  равных
Х(/Х = //5 (/ = 1,5), на точные значения ТА(х{) про­
извольным образом была наложена погрешность 
± 8Д . Вычисления параметров Q и zo (см. выше)
проводились только с точками ТА (г,) = TA(xt) ± $ГА. 
Рассчитаны доверительные интервалы (а  = 90%) 
для Zq (рис. 26) и Q (рис. 2в) при значениях по-
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Рис. 2. Погрешность определения параметров функции термодинамической температуры AT(z) нагретого слоя: отно­
сительной глубины залегания zq/X (X -  максимальная глубина проникновения волн в исследуемой среде) и общего 
количества тепла Q при приближении ЛT(z) 5-функцией, а -  Области погрешности Q и zq/X  при разных погрешностях 
определения акустояркостной температуры 5ТА -  0.04/Г (У) и 0.1К (2). б, в -  Доверительные интервалы с вероятностью 
а  = 90% величин Zq/X  и Q, соответственно, в зависимости от заданной глубины залегания нагретого слоя z 0/X  при 
5ТА = 0 (У), 0.04К (2), 0 .1К (3).

грешности 5ТА = 0; 0.04 и 0.1 К (кривые 7, 2 и 3)). 
По соответствующим точкам на рис. 2а были по­
строены эллипсы, ограничивающие области 
ошибок.

Видно, что доверительные интервалы для Q и 
z0 увеличиваются с ростом Zq. Это обусловлено 
прежде всего тем, что удаление температурного 
источника от границы объекта уменьшает его 
акустояркостную температуру, следовательно, 
хотя абсолютная погрешность определения ЪТА

остается постоянной, относительная погреш­
ность возрастает. Если при абсолютной по­
грешности ЪТЛ = 0.1 К, для глубины залегания слоя 
Zq = 0.25Х, относительная погрешность ЗТа/АТа 
составляла 7 ... 13%, то для Zq = 0.5Х -  14 ... 24%, 
а для Zo = 0.75Х -2 0  ... 83%. Очевидно, что резуль­
тат с приемлемой точностью можно получить, 
если максимальная глубина проникновения волн 
в исследуемом объекте вдвое превышает глубину 
залегания нагретой области. Отметим, что
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уменьшение ошибки измерений ТА улучшает по­
грешность определения Q и Zo т о л ь к о  д л я  T(z), име­
ющих малую величину области нагрева Н  (Н < X).

Аппроксимация многочленами. Рассмотрим 
случай, когда о распределении внутренней темпе­
ратуры нет априорной информации, кроме той, 
что это распределение достаточно точно можно 
представить в виде многочлена. Перепишем (1) в 
виде:

оо

ВД = J (1/х) exp(-z/x)T (z)dz. (2)
О

Легко убедиться, что функции T(z) = zn являются 
собственными функциями уравнения (2) с собст­
венными значениями, равными nl. Известно [5], 
что, если ТА(х) можно представить в виде сходяще­
гося для любого д: в интервале [0, *] ряда ТА(х) =

оо оо

= Х 7*"*"’ то Дг) = £  (TAn/ n \ ) z ,  И этот ряд
п = 0 гг = О

сходится для любого z. Таким образом, имеем 
следующий алгоритм решения обратной задачи.

N

Если ТА(х) = £  ТАлх", то:
п = О

N

T(z) = X  (TAn/n \)z " ,  (3)
п =  О

где N  -  порядок приближенного многочлена. Ис­
следование этого алгоритма производилось сле­
дующим образом: задавали некоторое распреде­
ление термодинамической температуры T(z), 
затем с помощью (2) находили точную функцию 
акустояркостной температуры ТА(х), накладыва­
ли на нее в точках ТА(х,) (/ = 0, /  — 1, д:0 = 0) погреш­
ность ±6ГА = 0 .1К и в дальнейшем работали толь­
ко с приближенно заданной акустояркостной
температурой ТА{*,) = ТА(х{) ± 6ТА. (/ -  число ис­
ходных данных.)

Функцию TA(Xi) приближали ортонормирован- 
ными многочленами фл(д:) методом наименьших
квадратов (п = 0, N, N < I  -  1), т.е. ТА(х) =

N  / - 1

= Х Ф"ф"(л:)’ где Ф" = [5]- По пРа~
/1 = 0 1 = 0

вилу (3) ф„(л:) переходят в \)/„(z) и, таким образом, 
в виду линейности интегрального уравнения (2),

N

П г)=  £ Ф „У „Ы .
/1 =  0

Отметим некоторые свойства функций ф„(х) и 
ф„(г). Ортонормированные на отрезке [0, X] функ­
ции ф„(х) однозначно определяются набором х,. Для

справки приведем первые три функции: (р0 = 1 /1Ш,
1-1

ср, = ( х - х ) / | |х - х | | ,ф 2 = ( х - х ) 2- Х ( х , - х ) 2

/
/-1

( х - х ) 2- ^  ( х , - х ) 2
1 = 0

1 = 0 
/-1

/

, где X = £ х , . / / ,  а для
1 =  0 

г/- 1
любой функции Y(x) норма ||У(д:)|| =

1/2

X
М  = 0

Если точки л*,- расположены на одинаковом рас­
стоянии друг от друга, то имеющие разные знаки 
коэффициенты при четных и нечетных степенях 
х  “сбалансированы” в ф„(х) таким образом, что
ф„(д:) ограничены и шах |фи(д:)| приближенно

XG [0,Х]]

можно считать равным 1//1/2. Функции \j/„(z) уже 
не будут ортонормированными, и исходя из (3) 
“балансировка” коэффициентов, присущая ф„(дг), 
для y„(z) будет нарушена. Эт.о приводит к росту 

шах |ф  (z)| по мере возрастания л, причем при2 € [ 0* XJ
z > X  этот процесс резко усиливается.

Алгоритм (3) также позволяет оценить ошиб­
ки решения данным методом. Если ошибка изме-
рений ЪТА одинакова для всех xh т.е. ТА (*,-) -  
случайная величина со среднеквадратичной 
погрешностью.5Га , не,зависящей от /, то средне­
квадратичная погрешность определения коэффи­
циентов Фя равна 5Ф„ = 5ГА, а доверительный 
интервал ТА(х) на интервале [0, X] составит &ТА(х) =

N

= 'а. Л
_  1/2

X  ‘p 'w
L-л = 0

, где tatK (К = /  -  N  -  1) -  ко­

эффициент Стьюдента при доверительной веро­
ятности а . Коэффициенты Фп не коррелируют, 
следовательно, погрешность определения T(z)

m z )  = и кътА
N _  1/2

X (4)
*-п  =  0

Важно отметить, что погрешность сильно воз-
г  N  - 1 /2

растает с ростом z, так как X  vfc)
'-/! = 0

-  возра­

стающие функции. Физический смысл этого по­
нятен: мы всегда определяем акустическую тем­
пературу при конечной максимальной глубине 
проникновения волн в объект (X < <*>), таким об­
разом, глубинное распределение температуры 
при z >  X  мало влияет на измеряемую акустичес­
кую температуру, и точно реконструировать тем­
пературу на таких глубинах не представляется 
возможным.

Алгоритм (3) опробован на двух типах функ­
ций T(z): монотонных и имеющих экстремум. Для 
определенности рассмотрим монотонную возрас-
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ДГ, К

Рис. 3. Восстановление распределений термодинамических температур. 1 -  Монотонное распределение восстанавли­
вается прямой (2) и параболой (3) (4 -  доверительный интервал с вероятностью 90% при восстановлении ДГ(г) пара­
болой); 5 -  распределение ДГ(г), имеющее экстремум, восстанавливается многочленами третьей (6) и четвертой (7) 
степени и 6-функцией (8). а -  Зависимость ДГ от г, б -  АТа о т  л \

*

тающую зависимость типа ДT(z) = 3(1 -  exp(-z/X)) 
(рис. За, кривая 7), тогда ДГА(х) = Зх/(х + X) 
(рис. 36, кривая 7). Зададим шесть точек х,:
xJX  = i/5 (/ = 0, 5) и погрешность измерения акус­
тической температуры -  6ТА = 0.1 К. Приближения 
проводили прямой и параболой (кривые 2 и 3). 
Кривые 4 показывают доверительные границы 
приближения AT(z) и АТа(х) параболой при а  = 
90%. Видно, что восстановление достаточно точ­
ное при z е  [0; (1.5 -  2)Х].

На рис. 3 также показано восстановление рас­
пределения, имеющего максимум, Д T(z) = 
= 16.3(z/X)exp(-2z/X), тогда АТа(х) = \63(х/Х)/(1  + 
+ 2х/Х)2 (кривые 5). При той же погрешности 6ТА 
приближение проводилось многочленами треть­
ей и четвертой степени (кривые 6 и 7, соответст­
венно). Видно, что многочлены достаточно точно 
восстанавливают “передний” фронт искомой 
функции. Для сравнения показано приближение 
5-функцией (кривые 8) -  положение максимума 
восстанавливается с хорошей точностью, однако 
передать форму распределения ДГ(г) 5-функция 
не может.

Точность приближения многочленами зависит 
от числа исходных точек 7, степени N  аппрокси­
мирующего многочлена и ошибки измерений 5ТА. 
Уменьшение 5ГЛ позволяет точнее воспроизвести 
T(z) при заданном /. Увеличение 7 дает возмож­

ность точнее приближать T(z) за счет как увели­
чения степени многочлена, так и уменьшения ве­
личины коэффициента ta K в (4) при том же значе­
нии N. При этом необходимо учитывать, что 
увеличение 7 сверх какого-то оптимума при по­
стоянной 6ГА уже не улучшит приближение из-за 
слабого влияния 7 на величину tajc.

Выбор величины N  зависит от априорной ин­
формации: насколько точно искомая функция мо­
жет быть представлена многочленом степени N. 
Если такая информация отсутствует, то выбор N 
определяется величиной ЬТА следующим обра­
зом: вычисляется невязка аппроксимации функ­
ции ТА(х) при каждом /V, сравнивается с 5ТА и 
выбирается минимальная степень многочлена, 
для которого невязка не превосходит 5ТА. Много­
член более высокой степени может точнее при­
близить распределение T(z), однако из-за резкого 
возрастания taJ< с ростом N  при постоянном 7 до­
стоверность такого приближения падает.

Для получения информации о более глубинном 
распределении температуры необходимо обраба­
тывать сигналы с большими глубинами проникно­
вения X. Если требуется восстановить распределе­
ние T(z) в интервале [0; z]> то для монотонных T(z) 
необходимо, чтобы максимальная глубина про­
никновения составляла X  = (0.5 - 0.7)г, для функций 
Г(г), имеющих экстремум, необходимо, чтобы
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X  = 2Zy при восстановлении как 8-функциями, так 
и многочленами.

Представляется, что предложенные алгорит­
мы при малом количестве исходных данных про­
ще и нагляднее по сравнению с методом регуляри­
зации по Тихонову [2]. В частности, нет необходи­
мости в численном решении систем уравнений. 
Возможно, этим объясняется несоответствие 
между экспериментальными значениями радио- 
яркостной температуры TR в [2], на основании ко­
торых рассчитывали T(z) ([2], рис. 7), и функцией 
радиояркостной температуры, определенной по 
формуле (1) из данной зависимости T(z).

Хотя физические особенности СВЧ-радиомет- 
рии позволяют реализовывать только мультиспе- 
ктральный вариант сканирования по глубине, все 
выводы, касающиеся решения обратных задач, 
остаются в силе и для этого метода. Главный из 
них -  возможность восстановления плавных рас­
пределений температуры. В рамках принятой мо­
дели точность возрастает с уменьшением ошибки 
измерений 8ГД, числа исходных данных и для мно­
гочленов может быть оценена по (4). Эта работа 
была частично поддержана Грантом Гуманитар­
ного Фонда Сороса, присуждаемого Американ­

ским Физическим Обществом (Soros Humanitarian 
Foundations Grant awarded by the American Physical 
Society).
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One-Dimensional Inverse Problems in Acoustothermography
and Microwave Radiometry

A. A. Anosov and V. I. Pasechnik
Various methods are discussed for the formulation and solution of a one-dimensional inverse problem in acous­
tothermography and microwave radiometry in a homogeneous plane-layer medium given a small amount of 
input data; two methods are proposed for approximating the internal thermodynamic temperature, and the ac­
curacy of these methods is assessed.
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