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Исследуется задача оптимального управления, к которой приводят различные постановки задач син­
теза многослойных структур при воздействии акустических волн. На основе конструктивного анали­
за необходимых условий оптимальности построены априорные оценки для границ области изменения 
управляющих параметров, позволяющих выделить некоторое достаточно узкое компактное множе­
ство. Показано, что для достаточно широкого класса задач синтеза многослойных структур совокуп­
ность всех оптимальных решений находится в окрестности выделенного компактного множества.

Рассмотрим нормальное падение немонохро­
матической акустической волны на многослой­
ную конструкцию, состоящую из плоских слоев с 
различными физическими свойствами. Ось z на­
правлена внутрь конструкции перпендикулярно 
наружной поверхности ограждения. Начало ко­
ординат находится на ее наружной поверхности. 
Распространение плоской акустической волны в 
неоднородной конструкции может быть описано 
следующей краевой задачей:

Лг) = p(z)g(z), g(z) = -G)V(zMz), 0 < z < /, 
g(0) = /*„(' со) (2 -ДО)) / р н> g(f) = И С 'Ш Ъ /P„-

( 1)

Здесь f(z) (0 < z ^ /) -  комплексная амплитуда аку­
стической волны, p(z) (0 < z<  Г) -  распределение 
плотности по толщине конструкции, кИ = со/сн, 
къ = со/св, р„, сн -  плотность и скорость распрост­
ранения волны в полупространстве, откуда при­
ходит волна, рв, св -  плотность и скорость распро­
странения волны в полупространстве, в которое 
переходит волна при выходе из конструкции, 
i -  мнимая единица, со -  частота, p(z) = 1/р(z)c2(z), 
c(z) (0 < z ^ 0  -  распределение скорости акустиче­
ской волны в слое. Краевая задача может быть 
получена из уравнений акустики с использовани­
ем метода разделения переменных [1]. Пусть за­
дан некоторый дискретный набор допустимых 
материалов. В этом случае физические свойства 
материалов слоев уже не будут являться независи­
мыми друг от друга. Поэтому будем предполагать 
наличие функциональной зависимости скорости 
от плотности звука: с = с(р). Тогда независимым 
управляющим параметром будет являться плот­
ность. Обозначим через О множество плотностей

допустимых материалов. Для каждого z е [0, /] 
выполнено включение:

P(z) е £1. (2)
Энергетический коэффициент пропускания акус­
тической волны определяется через решение 
краевой задачи (1) при z = /:

с р
Т = !- mod2(Д/, со)).

свР3
Требуется спроектировать многослойную 

структуру, обладающую низким отражением аку­
стических волн в одних участках спектра и высо­
ким отражением в других. В вариационной поста­
новке данная задача заключается в определении 
распределения плотности p*(z) и скорости рас­
пространения акустических волн с*(г) по толщи­
не конструкции, при которых принимает наи­
меньшее значение критерий

“mix
J  = J т(со)шоб“(Д/, со))с/со (3)

со ,
min

на решениях системы (1). Здесь т(со) -  весовая 
функция, comin, comax -  нижняя и верхняя границы 
фильтруемого диапазона частот. В [2] для доста­
точно широкого класса задач синтеза неоднород­
ных структур при воздействии волн впервые дока­
зано, что их решения не могут выходить за рамки 
измеримых функций, т.е. появление скользящих 
режимов невозможно. Поэтому искомые реше­
ния задач синтеза находятся среди решений урав­
нения принципа максимума. В настоящей работе 
исследуется вопрос о возможности построения на 
основе необходимых условий оптимальности ап­
риорных оценок для толщин и числа слоев опти­
мальных конструкций. Задачи оптимального уп-

782



А П РИ О РН Ы Е О Ц Е Н К И  В ЗА Д А Ч А Х  С И Н ТЕ ЗА  СЛОИСТЫ Х СТРУКТУР 783

равления с параметром рассматривались, напри­
мер, в [3,4]. Введем сопряженную краевую задачу

V(z) = ® Ц [p(z)]/>(z), p(z) =  -p(zM z),
0 <г</ ,

V(0) -  ‘̂ Р ( 0) =  о, V ( 0  +  ^ p ( 0  =
' H • в

(4)

(Д/) -  величина, комплексно-сопряженная к ДО)- 
Введем функцию Гамильтона

В Д О .Д г), v(z), V (z);p) = p (pM(z) + pB(z),
0 < г < / .

(5)

Здесь

COm ix СО
m ix

A(z) = J tx(z, w)d(o, B(z) = J p(z, to) Jco,
CO . co_.

a ( z ,  to) = - ^ R e y ( z ,  to) f [ z , to),

P(z, “ ) =  ^ ) Re-^z> ® )V f c  “ )•

.(6 )

Т е о р е м а .  (Необходимые условия оптималь­
ности). Пусть p*(z) (0 < z ̂  0 -  оптимальное управ­
ление в задаче оптимального управления (1) - (3);

V*(z) (0 < z < 0  -  соответствующие ему реше­
ния исходной и сопряженной систем. Тогда для 
почти всех z е [0 , /] выполнено условие

H(f (г), j *  (г), у* (г), у *  (г); р* (г)) =

= su]зН(/ (z), f *  (z), у* (z), У* (г);р), (7)

0 <г</ .
Так как система (1) является стационарной, то на 
оптимальном решении

H{f (z),f*(z), у* (г), у* (г);р* (г)) н я*, (g)
0 <г</ .

Здесь R* -  константа, не зависящая от z.
О п р е д е л е н и е .  Оптимальную систему бу­

дем называть оптимальной системой первого ти­
па, если на оптимальном решении R* = 0. В про­
тивном случае ее будем называть оптимальной 
системой второго типа.

Данным определением множество всех опти­
мальных неоднородных структур подразделяется 
на два непересекающихся класса. В дальнейшем 
будет показано, что качественные особенности 
структуры оптимальных систем в значительной 
степени определяются принадлежностью их к оп­
ределенному классу.

Оптимальные системы второго типа при мо­
нохроматической акустической волне обозначим

Z(p) = 1/рс(р), (9)

р = arg minZ(p), р = argmaxZ(p). (10)

Рассмотрим случай, когда допустимый набор 
состоит только из двух материалов с плотностями
р и р. Обозначим его через Л(А = {р, р }). Не­
трудно убедиться в том, что почти всюду на от­
резке [0, /] функция а  (г) удовлетворяет диффе­
ренциальному уравнению третьего порядка:

0 < z < / ,  k(z) = со/c(z).
Конструктивный анализ необходимых усло­

вий оптимальности (7) в существенной мере ис­
пользующий специальную структуру краевой за­
дачи (1), позволяет получить ряд принципиально 
важных следствий.

С л е д с т в и е  1. Толщина любого слоя опти­
мальной системы удовлетворяет неравенству:

Д* < с* /2 / .  (12)
С л е д с т в и е  2. Пусть в случае нормального 

падения монохроматической акустической волны 
оптимальная система принадлежит ко второму 
типу и состоит из двух материалов допустимого
набора, причем Z(p) Ф Z(p). Тогда она имеет ко­
нечное число слоев и внутренние слои с одинако­
выми физическими свойствами имеют одинако­
вую толщину.

Полученные результаты позволяют свести 
многопараметрическую задачу оптимизации к 
трехпараметрической. Независимыми тремя уп­
равляющими параметрами являются толщины 
внутренних слоев с различными физическими 
свойствами и толщина одного из граничных слоев.

Пусть N* — оптимальное конечное число ело- 
ев, Ь *  (s = 1, N* -  1) -  оптимальные координаты
границ раздела слоев.

С л е д с т в и е  3. Для внутренних слоев опти­
мальной структуры выполнено условие: а* (г) =

55 а *_2(z), P*(z) = р*_2(z)> b*_, < z<  b *. Обозначим

С  = 2 * ,Ч *
o W - i )

« > ? - , )

к* [Z *2 -  Z*_2, ] ОС*(b*_,)
7 *  7 * ■ *
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На оптимальном решении при переходе от слоя к 
слою величина t* сохраняет знак. Из следствия 3 
следует, что ts = ts_2. Нетрудно, показать, что 
между t* и rf+1 существует следующая связь:
С г  = 2f+, t* /Z * (s = 2, N* -  2).

Рассмотрим вопрос о построении оценки свер­
ху на число слоев оптимальной структуры как 
функции от фиксированных параметров задачи. 
Целесообразность построения такой оценки со­
стоит в том, что она позволяет исследовать, ка­
кие факторы влияют на число слоев оптималь­
ной структуры. Обозначим через tmax оценку свер­
ху на величину t* . Очевидно, что для нахождения 
оценки сверху для величины t* достаточно найти
оценку сверху для величины г* на допустимых 
вариантах конструкций у которых Z, = Zmin. Обо­
значим:

mmax =
max1—  + (*Lx _ 4 s min)

1/2
mm

25.mm

^min ^min ̂ ^max •

<7= J

arcctg 'max 'max f -4 5max  ̂ min
1/2

) ”  4 5_;min

( l + 5 min) ( r max+ ( / ,2max
1/2

4 8 min) )

еСЛИ 'max > 25min ,

* t <?Я1/22 ’ если 'max-^°min-

(13)
С л е д с т в и е  4. Пусть в случае нормального 

падения монохроматической акустической волны 
оптимальная система состоит из двух материалов 
допустимого набора и относится ко второму типу. 
Тогда для толщины двух соседних внутренних 
слоев оптимальной структуры справедлива сле­
дующая оценка снизу:

д* , л* >> и — ^ Cmin Д* +Д1+1- Лт ш -  2л / ’ (14)

Здесь cmin = min с(р), q -  величина, определяемая
р е Л

формулой (13).
С л е д с т в и е  5. Пусть в случае нормального 

падения монохроматической акустической волны 
оптимальная система относится ко второму типу 
и состоит из двух материалов допустимого на­
бора. Тогда число слоев оптимальной структуры 
заключено в пределах:

\ щ =Lcmax J
ЛГ,. < ! /  < =min max

4тilf
-]

+ 4. (15)
- Q^nun

[л:] -  наибольшее целое, не превосходящее х.

Оценка сверху на оптимальное число слоев не­
посредственно следует из (14). Оценку снизу на 
оптимальное число слоев нетрудно получить, ис­
пользуя оценку сверху на толщину любого слоя 
оптимальной структуры (12).

При монохроматической акустической волне 
для оптимальных систем первого типа функция 
Гамильтона на оптимальном решении может быть 
преобразована к виду: tf(*/p)|z = pa*(z)(Z2(p) -  
-Z *2(z)), 0 < z < /*. Оптимальная система первого 
типа всегда состоит из двух материалов допусти­
мого набора с плотностями р и р .

С л е д с т в и е  6. Пусть в случае нормального 
падения монохроматической акустической волны 
оптимальная система относится к первому типу. 
Тогда число слоев оптимальной системы не более 
чем конечно и толщины внутренних слоев опти­
мальной системы определяются равенством:

К  = с* / 4 /■  (16)

Таким образом, для случая оптимальных сис­
тем первого типа многопараметрическая задача 
синтеза может быть сведена к однопараметриче­
ской задаче минимизации.

С л е д с т в и е  7. В случае нормального паде­
ния монохроматической акустической волны 
число слоев оптимальной системы первого типа 
заключено в пределах:

* X \ = N  . < t f < N  = Ш - 1— 1 1 * min — 1 у — 11 max - , —
L C  +  C - J

+ 4. (17)

Здесь с = с (р), с = с (р).

При немонохроматической акустической вол­
не по-прежнему ограничимся рассмотрением 
случая, когда в оптимальную конструкцию мо­
жет входить не более двух материалов допусти­
мого набора с плотностями р и р (10). Будем рас­
сматривать наиболее общую постановку задачи 
синтеза, когда в число управляющих параметров 
наряду с физическими свойствами материалов 
слоев, толщинами слоев и их числом входит 
общая толщина конструкции. Задан допустимый 
интервал толщин [/min, /т J .

Наряду с задачей синтеза (1) - (3), которую 
будем называть основной, рассмотрим парамет­
рическое семейство вспомогательных задач син­
теза, зависящих от непрерывного параметра со 
(comin < со < сотах). Критерием оптимизации во вспо­
могательной задаче является функционал

J -  = x(co)mod2(/(/, ю)). (18)
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Оптимальное решение во вспомогательной за­
даче с критерием (18) будем обозначать (г). Ре­
шение исходной системы (1), соответствующей
р? (г), обозначим f*- (г, со) (0 < г < /*), где I* -  оп- 
тимальная толщина. Для оптимального решения
р? (z) во вспомогательной задаче будут справед­
ливы априорные оценки, соответствующие 
случаю монохроматического воздействия с час­
тотой со = со. Этими оценками выделяется узкое 
компактное множество, которому принадлежит 
оптимальное распределение плотности во вспо­
могательной задаче синтеза. Для оптимальных 
систем первого типа обозначим это множество 
Q0(f)y а для второго типа -  Q(f). Очевидно, что 
Qoif) с  (?(/)• Из теории оптимального управления 
[5] известно, что в случае, когда оптимальная 
толщина /* € (/min, / на оптимальном решении 
величина R* = 0. Поэтому совокупность всех ре­
шений вспомогательной задачи синтеза будет 
принадлежать множеству Q0(f) тогда и только 
тогда, когда оптимальная толщина /* находится 
внутри допустимого интервала толщин [/min, /тах]. 
В противном случае совокупность всех решений 
вспомогательной задачи синтеза принадлежит 
множеству Q(f).

С л е д с т в и е  8. Пусть оптимальное решение 
исходной задачи синтеза p*(z) (0 < z < /*) (1) - (3) 
одновременно является оптимальным решением 
вспомогательной задачи синтеза с критерием (18) 
при некотором со = со € [comin, сотах]. Тогда если 
/* = /min либо /* = /тах, то оно находится внутри об­
ласти (?(/), границы которой задаются априорны­
ми оценками, подсчитанными для случая монохро­
матического воздействия с частотой со = со. Если 
же /* € (/„у,,, /„,„), то оптимальное решение исход­
ной задачи синтеза (1) - (3) находится внутри Q0(f)-

Пусть существует такая точка со* е [comin, comax], 
в которой возможности системы по управлению 
структурой волнового поля обязательно должны 
быть предельно возможными. Очевидно, что пре­
дельные возможности по управлению структурой 
волнового поля в точке со = со* соответствуют 
предельным возможностям для случая монохро­
матического воздействия с частотой со*. В этом 
случае и при немонохроматическом воздействии 
множество всех вариантов, которые реализуют 
предельные возможности системы по управле­
нию структурой волнового поля в точке со = со* 
будет принадлежать множеству Q(со*). Следова­
тельно, для этого случая задача синтеза может 
быть полностью решена.

Рассмотрим теперь случай, когда в некоторой 
точке со = со* возможности системы по управле­
нию структурой волнового поля обязаны быть до­

статочно близкими к предельным. Пусть 7^ (со) -
зависимость энергетического коэффициента про­
пускания от частоты конструкции, параметры ко­
торой доставляют глобальный минимум вспомо­
гательному функционалу качества (18) при со = ш. 
Требуется спроектировать конструкцию, пара­
метры которой доставляют глобальный мини­
мум основному функционалу качества для случая 
немонохроматического воздействия (3) при огра­
ничении:

|дсо*)-7^ .(со*) |<5 .  (19)
Введем а  -  окрестность множества Q:

Здесь
/ 1/2

1|е() — е’()|| ̂  = { |(£ ’(г)-е(г))2̂ }  .
• о

Вследствие компактности множества Q нетрудно 
показать, что по любому достаточно малому о > 0, 
найдется а(8) (а/5) — ► 0 при 8 — -  0 , такое, что 
совокупность всех решений исходной задачи син­
теза будет принадлежать множеству

В этом случае исходная задача синтеза может 
быть эффективно решена методом полного пере­
бора всех допустимых вариантов, находящихся в 
окрестности множества Q0, если /* € (/min, /тах), 
либо в окрестности множества Q в противном 
случае.

Априорные оценки позволяют выделить из 
исходного множества допустимых вариантов не­
которое достаточно узкое компактное множест­
во, на котором рассматриваемая задача синтеза 
будет являться устойчивой. Если в фильтруемом 
диапазоне частот существует такая основная час­
тота со*, в которой возможности системы по уп­
равлению структурой волнового поля обязаны 
быть предельно возможными, то совокупность 
всех решений исходной задачи синтеза, реализу­
ющих точную нижнюю грань минимизируемого 
функционала качества, будет находиться внутри 
выделенного компактного множества. В случае 
произвольного фильтруемого интервала частот 
малость величины 8 (19) обеспечивает принад­
лежность решений, реализующих точную ни­
жнюю грань функционала качества, окрестности 
выделенного компактного множества. Поэтому 
для задач синтеза, в которых величина 8 является 
сравнительно малой, выделение закономернос­
тей структуры оптимального решения на основе 
конструктивного анализа необходимых условий 
оптимальности позволяет построить полную со­
вокупность решений задачи синтеза, доставляю­
щих критерию качества глобальный минимум. 
Учитывая связь параметрического семейства 
вспомогательных задач с исходной задачей синте­
за можно ожидать, что такой класс задач являет­
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ся достаточно представительным. Например, ус­
ловие малости величины 5 является выполнен­
ным для задач синтеза узкополосных фильтров 
независимо от ширины фильтруемого диапазона 
частот. Действительно, для этих задач требуется 
обеспечить высокое пропускание (отражение), 
близкое к 100% в достаточно малой окрестности 
некоторой частоты со* и высокое отражение 
(пропускание) в остальной, интересующей иссле­
дователя области спектра. Поэтому малость ве­
личины 8 обеспечивается в данном случае конст­
руктивными требованиями к  спектральной 
характеристике конструкции.

Значение построенных априорных оценок со­
стоит в том, что они выделяют узкое компактное 
множество, в окрестности которого в первую 
очередь необходимо искать оптимальное реше­
ние задачи синтеза. Причем класс задач, для ко­
торых такой поиск позволяет полностью решить 
проблему синтеза в рассматриваемой постановке, 
является достаточно представительным. В общем 
случае построенное результирующее решение

может служить в качестве хорошего начального 
приближения к решению, доставляющему гло­
бальный минимум функционалу качества.
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Aprioric Estimates for the Synthesis 
of Layered Structures by Acoustic Wave Action

E. L. Gusev
Various problems pertaining to the synthesis of multilayer structures by acoustic wave action are reduced to 
the problem of control optimization. An analysis of the optimization conditions allows aprioric estimates to be 
obtained for the boundaries of the domain of the control parameters. On the basis of these estimates, a rather 
narrow compact set of solution can be separated. It is shown that, for a sufficiently wide class of problems re­
lated to the synthesis of multilayer structures, the entire family of optimum solutions fall in the vicinity of this 
compact set.
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