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Поставлена и решена пространственная обратная задача акустотермографии, учтена возможная 
неоднородность среды -  наличие областей с различным поглощением, возможность отражения и 
преломления волн на границах сред с различными акустическими импедансами. Проведены числен- 

• ные эксперименты по восстановлению двумерного распределения внутренней температуры печени 
и молочной железы. При решении использованы регуляризирующий алгоритм Тихонова и обоб­
щенный метод наименьших квадратов. Обсуждена возможность расчета пространственного рас­
пределения частотной зависимости коэффициента поглощения по измерениям акустояркостной 
температуры на ряде частот.

Для определения внутренней температуры био­
логических объектов в последнее время разраба­
тывается [1] пассивный неинвазивный метод -  аку­
стотермография, -  основанный на регистрации 
шумового акустического излучения в мегагерцо- 
вом диапазоне, возникающего в результате теп­
лового хаотического движения атомов и молекул 
в тканях исследуемого объекта. Восстановление 
внутренней температуры объекта по показаниям 
акустотермометров (АТ) -  приборов для измере­
ния ультразвукового шумового сигнала -  является 
обратной задачей акустотермографии.

Одномерная обратная задача решается в рабо­
те [2] для СВЧ-радиометрии. Получаемые при 
этом соответствующие интегральные уравнения, 
как показано в [3], совпадают с уравнениями, по­
лученными в акустотермографии для плоскосло­
истой среды при различных способах ее сканиро­
вания: мультиспектральном зондировании, пово­
роте приемного устройства АТ, использовании 
фокусированного датчика. В работе [4] описан 
способ решения обратной задачи для локализации 
нагретого точечного объекта. Для акустически 
однородной среды при малом количестве исход­
ных данных предложен метод решения одно­
мерной обратной задачи акустотермографии [5]. 
В работах [2 - 5] не рассматривались решения 
пространственной обратной задачи, в том числе в 
пространственно-неоднородных средах.

Цель данной работы -  предложить методы на­
хождения пространственного, в частности, дву­
мерного, распределения внутренней температуры 
для акустически неоднородной среды с учетом 
отражения и преломления волн на границах неод­
нородностей.

Экспериментально измеряемая величина -  
а кустояркостная температура т -  температура 
акустически “черного” тела, создающего такой 
же поток теплового акустического излучения,

как и исследуемое тело. Использованные методы 
расчета т основаны на физической модели, в рам­
ках которой приемное устройство АТ -  пьезопре­
образователь (ПП) -  рассматривается как согла­
сованный со средой источник акустического 
излучения с единичной плотностью потока акус­
тической энергии [6] (рис. 1). Будем считать, что 
датчик испускает тонкий пучок монохроматичес­
кого излучения (луч L), тогда согласно [3] акусто- 
яркостная температура х определяется следую­
щим образом:

|у ( / )Г ( / ) е х р
- I

dU
о

где у(Г) и Т(Г) -  распределения по лучу L  коэффи­
циента поглощения (по энергии) и температуры в
исследуемом объекте, множитель ехр(- Р у(г)dt)
определяет поглощение волны при ее распрост­
ранении вдоль луча (начало луча (/ = 0) совпадает 
с положением ПП).

Если в исследуемой среде существуют участки 
с ярко выраженным различием в акустических 
свойствах, то процессы отражения и преломления 
ультразвука, происходящие на границах таких 
участков, могут быть учтены в рамках предлагае­
мой модели. Если луч L  проходит через границу 
раздела таких участков, то интегральное уравне­
ние (1) преобразуется в сумму из двух интегралов, 
первый из которых с нормирующим множителем 
V (коэффициент отражения) отвечает за отра­
женную волну (лучи L  на рис. 1), а второй с нор­
мирующим множителем W  (коэффициент про­
хождения) -  за прошедшую волну. При этом V и 
W, а также направления распространения отра­
женной и прошедшей волн определяются скоро­
стями звука и удельными акустическими импе­
дансами рассматриваемых сред.
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Рис, 1. Схема расчета акустояркостной температуры 
исследуемой среды (1) путем поворота пьезопреобра­
зователя (ПП) на угол 0 при определении термодина­
мической температуры в области (2). 3 -  границы 
участков с различными акустическими свойствами.

Если приемный датчик, согласованный с ис­
следуемой средой, находится с ней в тепловом 
равновесии, а температура среды постоянна по 
пространству и равна Г0, то согласно (1) для любо­
го луча L акустояркостная температура составля­
ет: т = Г0. Пусть необходимо определить термоди­
намическую температуру в области, вне которой 
температура равна Г0, т.е. вне рассматриваемой 
области нет тепловых источников или они не ока­
зывают существенного влияния на измеряемую 
акустояркостную температуру. При переходе к 
инкрементам акустояркостной и термодинамиче­
ской температур Дт = т -  Т0 и ДГ = Т -  Г0 мы мо­
жем утверждать, что вклад в Дт дает только АТ в 
рассматриваемой нами области, т.е. интегрирова­
ние по dl (см. (1)) ограничено рассматриваемой 
областью. (Этого нельзя сказать про интегриро­
вание под знаком экспоненты: волна поглощает­
ся во всей изучаемой среде и, уйдя из рассматри­
ваемой области, может вернуться в нее, отразив­
шись от чего-либо (луч L’ на рис. 1).)

Для решения интегрального уравнения (1) вос­
пользуемся алгебраическими методами реконст­
рукции, основанными на дискретных моделях [7]. 
Для поставленной задачи эти методы представля­
ются наиболее приемлемыми как достаточно 
простые и физически “прозрачные”. Разобьем 
рассматриваемую нами область на подобласти, в 
пределах каждой из которых будем считать тер­
модинамическую температуру и коэффициент 
поглощения постоянными. На границе области 
расположим датчики, которые можно поворачи­
вать таким образом, чтобы рассматриваемая об­
ласть сканировалась ими под разными углами. 
Количество датчиков, их положение, число углов 
сканирования определяются поставленной зада­
чей и возможностями экспериментатора. Пусть 
число измерений, проведенных с разных точек 
под разными углами, равно N, а число подоблас­
тей, в которых надо определить термодинамичес­
кие температуры, равно М. Тогда, исходя из (1),
вклад m-ой (m = 1, М) подобласти, через которую

проходит л-ый (л = 1, N )  луч акустотермометра, в 
акустояркостную температуру составит:

Д т = ехр

х [ 1 -  ехр(-уиД/„т)] АТт = аптАТт,

где множитель exp ( - ^ Vsy,Alns) определяет по­
глощение волны, дошедшей от ПП до т-ой подоб­
ласти, s(n, т )  -  количество участков с различным 
поглощением ys, через которые проходит л-ый луч 
от ПП до т-ой подобласти, Д/„ -  расстояние, 
пройденное л-ым лучом в s-ом участке, ут -  коэф­
фициент поглощения в т-ой подобласти, А1т  -  
расстояние, пройденное л-ым лучом в т-ой подоб­
ласти, АТт -  температура лг-ой подобласти, -  
коэффициент, определяющий вклад темпера­
туры т-ой подобласти АТт в акустояркостную 
температуру. Если суммировать по всем подобла­
стям М  акустояркостную температуру Дт**,, то по­
лучим акустояркостную температуру -  результат 
л-ro измерения:

м
= I  « . „ •  <26)

т = 1

Таким образом, получена система алгебраиче­
ских линейных уравнений:

м
X  аптАТт = Аха (л = 1 JV ), (3)

т = 1

состоящую из N  уравнений и содержащую М  неиз­
вестных, с правой частью, которая, вообще го­
воря, задана с погрешностью 5т. Систему (3) бу­
дем решать двумя способами: обобщенным МНК 
и методом регуляризации по Тихонову [8].

Отметим, что особенностью обратных задач 
является их некорректность, т.е. при известной 
погрешности 5т измерения акустояркостной тем­
пературы нельзя точно указать погрешность оп­
ределения внутренней температуры.

При решении системы (3) с помощью МНК по­
лучаем систему, записываемую в матричной фор­
ме следующим образом:

А*АДт = А*Дт, (4)
а при решении с помощью метода регуляризации

(А*А + а Е)АТ = А*Дт. (5)
Здесь матрица А составлена из коэффициентов 
а пт , ДГ -  столбец термодинамических температур, 
состоящий из АТт; Дт -  столбец акустояркостных 
температур, состоящий из Дт„; А* -  матрица, со­
пряженная матрице А (так как коэффициенты

-  действительные числа, то матрица А* -  
транспонированная по отношению к матрице А), 
Е -  единичная матрица, а  > 0 -  параметр регуляри­
зации. Погрешность определения термодинами-

- Ц уА 1*. (2 ^
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Рис. 2. Численный эксперимент по определению внутренней температуры печени, а -  Схема численного эксперимента: 
1 -  границы области, в которой определяется температура; 2 -  границы участков среды (жир, у = 0.14 см"1; мышцы,
у= 0.2 см-1; печень, у = 0.22 см-1; сухожилие, у = 0.6 см'1 [10]). б -  Задаваемое (1) и восстановленное (2) распределения 
внутренней температуры АТ.

ческой температуры рассматриваемыми метода­
ми связана с обусловленностью матриц, стоящих в 
левых частях систем (4) и (5). (Мера обусловлен­
ности матрицы показывает, во сколько раз может 
возрасти погрешность решения системы относи­
тельно погрешности правой части [9].) В системе 
(5) к элементам главной диагонали квадратичной 
матрицы В =  А *А  прибавляется положительное 
число а , что, как известно, улучшает обусловлен­
ность системы.

Выбор величины а  можно проводить методом 
невязки, при этом решается уравнение:

N  М  > 2

X  ( X  а пт^Тт (а) -  Дт„) = 6-ЛУ,
л ■ 1 Srs 1 '

(6)

где ДГт(а) -  решение системы (5) при заданном а. 
В теории регуляризации доказано, что при дан­
ном способе выбора параметра регуляризации 
решение системы (5) будет стремиться к точному 
решению поставленной обратной задачи при 
5т —-  0.

Для иллюстрации восстановления распределе­
ния температуры в акустически неоднородной по 
поглощению среде рассмотрим следующий при­
мер (рис. 2). Исследуемая среда расположена в 
плоскости zy. Область, температуру в которой не­
обходимо определить, является квадратом со сто­
роной 5 см: [0; 5] х [0; 5] см2 (границы области -  
сплошные линии I). Расположение участков [10] с 
различным поглощением акустических волн по­
казано на рис. 2а, а границы этих участков выде­
лены пунктирными линиями. Приемники акус­

тического излучения расположены на границе ис­
следуемой среды (z = 0) в точках с координатами 
(0; -2.5), (0; -1.5) и т.д. до (0; 7.5) через 1 см (всего 
11 приемников). Приемники поворачиваются на 
углы от 0° до ±80°, через 20° (всего девять поло­
жений, угол 0° -  ось приемника, она параллельна 
оси z). При этом получается 67 лучей, проходя­
щих через квадрат [0; 5] х [0; 5] см2 (N = 67). Рас­
сматриваемый квадрат был поделен на 25 подоб­
ластей (квадратов со стороной в 1 см), т.е. М  = 25.

Распределение температуры АТ было задано 
следующим образом: в прямоугольнике, верши­
нами которого являются точки: (2; 1), (2; 4), (4; 1), 
(4; 4), АТ = 5К, в остальной части области АТ = 0. 
По формулам (2) были определены точные зна­
чения акустояркостных температур Дт, затем на
Дт накладывалась произвольным образом по­
грешность определения акустояркостной темпе­
ратуры 5т -0.1 К (выбор этой величины обуслов­
лен тем, что пороговая чувствительность разра­
батываемых в последнее время АТ, которая, в 
основном, и определяет погрешность измерений, 
стремится к 0.1 К [1]). Дальнейшие расчеты про­
водились только с приближенными значениями
акустояркостной температуры Дтп = Дтп ± 5т.

Внутренняя температура АТ определялась с 
помощью МНК и регуляризирующего алгоритма 
при решении систем (4) и (5). При этом выбор ал­
горитма восстановления незначительно влиял на 
точность восстановления -  при использовании ре­
гуляризирующего алгоритма точность немного
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Рис. 3. Численный эксперимент, модулирующий определение внутренней температуры молочной железы при зонди­
ровании железы с двух сторон, а -  Схема численного эксперимента: 1 -  исследуемая среда, 2 -  воздух, 3 -  область 
определения температуры), б -  Задаваемое (/) и восстановленное (2) распределения внутренней температуры АТ.

лучше, но обобщенный метод наименьших квад­
ратов значительно проще (решение системы (4) 
является линейной задачей, а совместное реше­
ние системы (5) и уравнения (6) -  нелинейной). Ре­
зультат восстановления АТ при регуляризации для 
одного из распределений погрешности 5т приведен 
на рис. 26. Линии 1 показывают задаваемое рас­
пределение внутренней температуры, линии 2 -  
восстановленное распределение. Из рисунка вид­
но, что температура и размеры нагретого участка 
восстанавливаются с приемлемой точностью -  
до 0.7 К на передней границе нагретого участка. 
При этом точность восстановления внутренней 
температуры несколько снижается с ростом глу­
бины 1  (до 1.5 К). Это ухудшение вызвано тем, что 
акустическое излучение, несущее информацию о 
температуре глубинных областей, поглощается 
по пути к АТ сильнее, чем излучение от припо­
верхностных участков.

Рассмотрим пример, иллюстрирующий воз­
можность учета отражения в исследуемой среде и 
роль схемы расположения датчиков на поверхно­
сти тела. На рис. За показана схема для определе­
ния внутренней температуры молочной железы 
(коэффициент поглощения у  = 0.2 см-1). Форму 
железы аппроксимировали прямым углом. При­
емные устройства АТ расположены по осям z и у  в 
точках с координатами (0; 7.5), (0; 6.5),...., (0; 0.5), 
(0.5; 0), ..., (7.5; 0): всего 16 АТ, каждый из ко­
торых может находиться в пяти положениях (со­
ответствующие углы составляют 0°, ±30°, ±60°). 
При этом получается N = 62 луча, проходящих 
через рассматриваемую область -  квадрат [0; 5] х 
х [0; 5] см2. В численном эксперименте учитыва­
лось полное внутреннее отражение на границах: 
исследуемая среда -  воздух (V = 1, W = 0).

При этом область, в которой определялась 
температура, задаваемое распределение внутрен­
ней температуры, а также методика расчетов та­
кие же, как и в описанном ранее примере. Точ­

ность восстановления удовлетворительна для 
обоих использованных методов -  на рис. 36 пока­
заны задаваемое (кривые 1) и восстановленное 
при помощи МНК (кривые 2) распределения внут­
ренней температуры. При этом нет существенной 
зависимости точности восстановления от глубины, 
так как изучаемая область “рассматривается” аку­
стотермометрами с двух сторон (рис. За). При 
сравнении рис. 26 и 36 видно, что точность восста­
новления температуры молочной железы лучше, 
чем печени.

Таким образом, полученные результаты пока­
зывают, что в двумерном случае температуру и 
очертания нагретого участка конечных размеров 
можно определить достаточно точно. Отметим, 
что при переходе к одномерной задаче (плоско­
слоистая среда со слоями, параллельными по­
верхности тела) хорошо восстанавливаются толь­
ко монотонные распределения температуры [5]. 
Если же внутри рассматриваемой среды находит­
ся нагретый до температуры Т  слой толщиной Дг, 
то независимо от способа зондирования можно 
восстановить только его местоположение z и теп­
ловую характеристику -  произведение TAz\ при 
этом для определения и Г, и Az по отдельности не­
обходимо использовать априорную информацию.

Такое различие возможностей восстановления 
температуры нагретого участка и нагретого слоя 
объясняется тем, что нагретый участок акустиче­
ские приборы как бы “охватывают” с нескольких 
сторон, и благодаря этому более точно определя­
ются его размеры, что дает возможность точнее 
определить и температуру. Этот вывод подтверж­
дает и численный эксперимент с молочной желе­
зой, в котором лучший “охват” температурного 
источника достигается за счет измерений с двух 
сторон (рис. За). В последнем случае точность 
восстановления выше, чем при определении тем­
пературы печени.
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Отметим также, что в обеих двумерных рас­
смотренных задачах: при расчете температуры 
печени и молочной железы, -  точность определе­
ния внутренней температуры с помощью МНК 
или регуляризирующего алгоритма приблизи­
тельно одинакова, т.е. системы (4) и (5) дают 
близкие решения.

Полученные нами результаты открывают воз­
можность для определения не только внутренней 
термодинамической температуры, но и для расче­
та частотных зависимостей коэффициентов по­
глощения. Действительно, результаты получены 
в предположении, что акустотермометр воспри­
нимает тепловое излучение в достаточно узком 
частотном диапазоне около некоторой частоты /,, 
т.е. матрица и столбец акустояркостных темпера­
тур системы (3) также определяются частотой, на 
которую настроен приемник: А(/,) и Дт(/,)  соот­
ветственно. Задавая распределение коэффициен­
тов поглощения в исследуемой области на одной 
частоте f ly можно по измеренным величинам 
At(/1) найти распределение термодинамической 
температуры Т  в теле, соответствующее измере­
ниям на этой частоте. Если принять полученное 
распределение Г за истинное, то, проведя измере­
ния акустояркостной температуры на другой час­
тоте^, можно по значениям Дт(/2) получить матри­
цу A(f2) и, произведя соответствующий пересчет, 
из ее элементов определить относительное изме­
нение коэффициента поглощения в каждой точке 
исследуемой области. Использование мультиспек- 
трального измерения акустояркостной темпе­
ратуры открывает возможность для расчета отно­
сительной частотной зависимости коэффициента 
поглощения. Таким образом, решение обратной 
пространственной задачи акустотермографии 
позволяет наряду с распределением внутренней 
термодинамической температуры получить еще 
одну физическую характеристику среды -  прост­
ранственное распределение коэффициента по­
глощения.

Итак, полученные результаты свидетельству­
ют о возможности восстановления внутренней 
температуры исследуемого объекта с приемле­
мой точностью при погрешности измерения аку­
стояркостной температуры, составляющей около
0.1 К. При этом предложенная модель позволяет 
учитывать акустические свойства различных уча-
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стков исследуемого объекта: поглощение и воз­
можность отражения и преломления на границах 
участков. В случае мультиспектрального зонди­
рования модель допускает обобщение, позволяю­
щее оценить относительные изменения поглоще­
ния с частотой.

Авторы благодарят А.Ю. Каргашина за предо­
ставленную программу для решения систем ли­
нейных уравнений обобщенным МНК.
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Spatial Inverse Problem of Acoustothermography
A. A. Anosov and V. I. Pasechnik

The spatial inverse problem of acoustothermography was posed and solved, accounting for a possible medium 
inhomogeneity (presence of the regions with different absorption) and possibility of reflection and refraction 
at the boundaries between the media with different acoustic impedances. Computer simulations were carried 
out to restore the two-dimensional distribution of inner temperature in the liver and milk gland. Tikhonov's reg­
ularizing algorithm and the generalized method of least squares were used. The possibility of calculating a spa­
tial distribution of the frequency dependence of absorption coefficient from temperature measurements of 
acoustical brightness conducted at several frequencies is discussed.
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