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Рассмотрено применение численно-аналитического метода для анализа акустического излучения 
конечных осесимметричных пьезопреобразователей в плоском жестком экране. Получены сравни­
тельные характеристики эффективности излучения пьезопластин из различных составов пьезоке­
рамики.

Анализ акустического излучения конечных 
пьезопреобразователей представляет сложную и 
малоисследованную задачу математической фи­
зики. Точные аналитические решения этой зада­
чи получены только для простейших частных 
случаев, поэтому важное значение имеет раз­
работка численных и численно-аналитических 
методов.

В данной работе рассмотрено применение 
численно-аналитического метода для анализа 
акустического излучения конечных осесиммет­
ричных пьезопреобразователей в плоском жест­
ком экране. Фундаментальной работой этого на­
правления является статья [1]. Предложенный 
метод позволяет не рассматривать, в отличие 
от [1], прямую и обратную волны акустического 
поля, что сокращает алгоритм вычисления им- 
педансной матрицы. Кроме того, учтены две 
компоненты электрического поля, что дает воз­
можность, например, исследовать пьезопреоб­
разователи с произвольными кольцевыми элек­
тродами.

Задача излучения акустической энергии пье­
зопреобразователем, находящемся в плоском же­
стком экране, дополняет задачу метода конечных 
элементов [2], описывающую колебания свобод­
ного пьезопреобразователя, и может быть сфор­
мулирована следующим образом с учетом произ­
вольного распределения смещений на излучаю­
щей поверхности

( |Я ЦИ| -  (k,a)2c J M \ )  |и,) + \ H J V =  |F), 

(H uv\ |и,> + H vvV = - И / со;

1 Эф 
г дг

v ir )  = /юн,(г), г < a, z = 0 ;

v  =  0, r > a ,  г  =  0;

Эф
\П = - £  j  \N')pdS, Р = Р г-£ .

* s.
где в (1) использованы обычные обозначения ме­
тода конечных элементов [2]: -  матрица
жесткости; \М\ -  матрица массы; \HUV) и <//MV| -  
матрица-столбец и матрица-строка пьезоэлек­
трической “жесткости”; -  диэлектрическая 
“жесткость”; 1и,> -  вектор узловых смещений; IF) -  
вектор узловых сил; V, I  -  напряжение и ток пье­
зопреобразователя; kt -  волновое число попереч­
ной волны; С44 -  элемент безразмерной матрицы 
упругих постоянных пьезокерамики; ю -  круговая 
частота; а -  радиус излучающей поверхности. 
Остальные обозначения в (2) и (3): rt z -  цилинд­
рические координаты; ср, р  -  потенциал скорости 
и акустическое давление в жидкости; к  = о)/с, с ~ 
скорость звука в жидкости; vz, uz -  осевые компо­
ненты скорости акустического поля и смещения 
излучающей поверхности; pj -  плотность жидко­
сти; t -  время; |Ne) -  функции формы конечного 
элемента (КЭ) на плоскости излучения, при рас­
четах использованы квадратичные КЭ.

Для заданного электрического напряжения 
нужно определить частотные зависимости давле­
ния, электрической проводимости и характерис­
тику направленности с учетом реального распре­
деления смещений.

Решение уравнения (2) на плоскости z = 0 запи­
шем в виде ряда по цилиндрическим функциям

Ф = X  AmZm(r)’ Z m
т  =  1

Л)(Ут г /а )

З О а Ю  '
где ут -  корни уравнения /,(ут) = 0.
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Используем уравнение Кирхгофа, которое 
определяет соотношение между потенциалом в 
полупространстве (z ̂  0) и скоростью на заданной 
поверхности S{:

(5)
ср(Х)= (2тс)

х exp (~ik\X- Х х\) / \ X - X x\dSx,
где X  a X x -  радиусы-векторы, соответствующие 
точке наблюдения и поверхности интегрирования.

Скорость также разложим в ряд по цилиндри­
ческим функциям

ОО

гг = (6)
т = 1

Подставив выражения для потенциала и ско­
рости (4), (6) в интеграл Кирхгофа (5), умножив 
полученное выражение на Zn и проинтегрировав 
по площади излучающей поверхности Sn, полу­
чим с учетом условия ортогональности цилиндри­
ческих функций

т (7)

x e x p H £ |X -X 1|) / |X - X 1| r f V 5n-
Ограничивая количество слагаемых, составим 

конечную систему уравнений

Д„ = ЕптВт, или |А> = |£ ||В >. (8)
Компоненты матрицы определяют собст­

венные (т = п) и взаимные (от Ф п) импедансы мод, 
формирующих поле излучения.

Двойное интегрирование в (7) может быть све­
дено к линейному [1], что существенно упрощает 
вычисление импедансной матрицы

пт - Ч
xf[{x)dx

о и (* 2-т £ )  (х2- т£) ’

Ц =
л/{ка)2 - х ,  ка >х , 

- i j x 2 -  (ка)'1, ка < х

Матрица \Е\ вычислялась численным интегри­
рованием аппроксимирующих полиномов вось­
мого порядка с автоматическим выбором шага 
при заданной и двойной точности вычислений. 
Значения компонент импедансной матрицы зави­
сят от величины ка; матрицы \Е\ могут быть 
вычислены предварительно для необходимого 
диапазона значений ка.

Для определения узловых сил |F) системы (1) ис­
пользуем граничные условия (3). Подставим в усло­

вие непрерывности выражение (6), умножим его 
на функцию Zn и проинтегрируем по площади Sn

м
Оo j ju£r)Z .dS ,  = £ 8 „ J J z„ZA

т = 1

В левой части интеграл сведем к сумме интегра­
лов по конечным элементам, а в правой использу­
ем условие ортогональности функций Бесселя

27C0)<Mz|;£ A eJ | / O  (У,. + V ) = Вп, (9)
* о

где ys = rf/<2, г, -  расстояние до КЭ; х  -  локальная 
координата КЭ; he -  длина КЭ.

Задавая в (9) п = 1 - М, получим систему урав­
нений. Определим элементные \q\ и глобальные 
\Q\ матрицы следующим образом

1
1*1 = 2n:J | N") (у,- + hex) Zndx, \Q\ = ^ h e\q\- (Ю)

0 е
Тогда систему (9) можно записать в виде

coieir k>  = Is). ( i d

Используем второе граничное условие (3) 
для определения узловых сил. Выразим давление 
на излучающей поверхности через потенциал

м
Р =  *®Pl 2  A n.Zm(r)-

т  =  1

Тогда узловые силы можно определить
м

И  -  -> '® Р ,£ Л  И  X  Amz . i s =
е se т я 1

М 1
= -г27С<ор,а2 £  И  (У» + hex ) Z mdxAm.

т = 1 е о

Пользуясь введенными ранее обозначениями и со­
отношениями (8), (10), можно записать (11) в виде

И  = -ia>p,alQI lA> = -i(b2pxa2\Q\\E\\Q\T\uz).
( 12)

Таким образом, можно ввести матрицу, связываю­
щую узловые силы и скорости узловых точек г'со|и2):

И  = «0)|£>1 к>. 1Д = -coPla2iei I £11(21Г.
Матрица \D\ представляет собой совокупность 
собственных и взаимных импедансов узловых то­
чек КЭ на поверхности излучения. Введение им­
педансов отдельных узловых точек поверхности 
позволяет учесть разную амплитуду колебаний 
этих точек при излучении.
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В выражении (12) узловые силы, учитываю­
щие акустическое излучение, определены через 
узловые смещения. С учетом этого можно пере­
писать систему (1) следующим образом:

(|ЯИИ| -  (k,a)2cJM\)  k> + Kv)V=\S \  k ), 
<tf J  k ) + » vvV = -///со ,

(13)

где |5| -  комплексная матрица, полученная расши­
рением матрицы \D\ и содержащая матрицу j'cd|D| 
для узлов, выходящих на плоскость излучения. 
Систему (13) можно разделить на систему уравне­
ний, определяющих узловые смещения |и)  при за­
данном электрическом напряжении, и уравнение, 
определяющее проводимость пьезопреобразова­
теля; тогда систему уравнений представим в виде

(|Я И„| -  (к,а)2си \М\ - 15|) k )  = -  \H J V .  (14)

Если положить V  = -1 , то отсюда можно опреде­
лить узловые смещения с точностью до постоян­
ного множителя V  и при изменении частоты опре­
делить частотные зависимости параметров пре­
образователя. Учитывая нормировку расчетных 
величин [2], размерную электрическую проводи­
мость можно определить через безразмерные ве­
личины

У = 2n£'33cli(kla )/$  ( ( t f j  k> + H ^ V ) . (15)

Определив при заданной частоте (кр) и V  = -1  уз­
ловые смещения из системы (14), можно вычис­
лить частотную зависимость проводимости (15).

Из полного вектора узловых смещений | и,-) 
можно выделить компоненты, соответствую­
щие узлам, выходящим на плоскость излучения, 
и определить акустическое поле излучения.

Для определения дальнего поля излучения рас­
смотрим интеграл Кирхгофа, полагая, что точка 
наблюдения значительно удалена от плоскости 
излучения к\Х\ >  1. Учитывая зависимость скоро­
сти колебаний от радиуса и используя соотноше­
ние (6), запишем интеграл Кирхгофа в виде [1]

сора1 е х р Н В Д ) Д  
Р =  — — ^ — X

В т

271 1X1 m = 1 -M>(YJ
I2it (16)

х J  J  exp (-ikar sin 0cos a)J0(ymr)rdadr.
о о

Используем интегральное представление функ­
ции Бесселя [4]

/ o(fcarsin0) =
2л

= (2 к ) !Re Jexp(-/&arsin0cosa)(Za.

Тогда выражение для давления (16) можно запи­
сать в виде

сора2ехр(-/&|Х])
Р =  —---------ггл------х

Л 1X1

м В
х X  ттН  J  J°{ka rssn 9)-/°(Y- r) rd r-

Интеграл от произведения функций Бесселя 
вычисляется аналитически и определяет угловую 
зависимость давления в дальнем поле

сора2ехр(-/Л|Х|)
Р =  —=------ —------ х

м

* X s -

Л  1X1

kasin 0/,(A:asin 0)

(kasinQ)2 - у 1••• — •** ✓ 
Для вычисления давления на оси преобразова­

теля в дальнем поле нужно положить
ехр(-»|Х|)/|Х | = 1, 0 = 0,

тогда давление можно определить следующим 
образом

р  = 0.5сор a2B x/ J n .
Если давление вычислять при напряжении 1 В 

на расстоянии 1 м от излучателя, то можно опре­
делить чувствительность по напряжению. При ис­
пользовании безразмерных величин согласно [2] и
нормировке В { = В \/  (асо) чувствительность 
можно определить следующим образом:

v =
с2е*w c33 / I  \ 2п(kta) В х.

2е33 л/я
Нормированная характеристика направленно­

сти определяется выражением
м

а д  =

1 т =  1

A:asin0/, (kasin0) 

(kasinQ)2- y l

По представленному алгоритму разработан 
пакет программ, дополняющий программу ме­
тода конечных элементов [2], позволяющий мо­
делировать акустическое излучение конечных 
осесимметричных пьезопреобразователей в эк­
ране, состоящих из произвольного набора пьезо­
активных и пассивных элементов.

В качестве примера рассмотрим один из про­
стейших преобразователей этого типа -  пьезо­
пластину радиуса а и толщиной 21, плоские по­
верхности которой полностью покрыты электро­
дами. Оценим эффективность работы пластин, 
соответствующих четвертой (квазитолщинной) 
моде колебаний, из различных составов керамики. 
Суть задачи заключается в следующем. Анализ 
собственных колебаний пластин конечных
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Таблица 1

ЦТБС-3 ТБК-3 НБС-1

к, 0.41 0.33 0.45
с,, м/с 2000 2850 2430
каиа 0.28 0.26 0.38
На 0.35 0.34 0.35
к,а 9.55 8.60 7.85
(к,а)с, х  10-3, м/с 19.1 24.5 19.1

Таблица 2

ЦГБС-3 ТБК-3 НБС-1

На 0.32 0.30 0.29
к,а 10.2 9.50 9.20
V 0.91 1.00 2.30
А/, % 4.8 5.00 5.8
20 32 28 32
(к,а)с, х  1СГ3, м/с 20.4 27.1 22.4

размеров [3] показал, что максимальное значение 
динамического коэффициента электромеханиче­
ской связи (ДКС) достигается при определенном 
размере пластины (отношении диаметра к тол­
щине). Абсолютные размеры пластины будут 
определяться заданной частотой и параметрами 
пьезокерамики. Для получения сравнительных 
оценок эффективности излучения необходимо 
учитывать всю совокупность параметров пьезо­
керамики и объемный характер колебаний на 
четвертой моде.

В табл. 1 приведены характеристики свобод­
ных колебаний пластин: статический коэффици­
ент электромеханической связи толщинных ко­
лебаний скорость поперечной волны с,; макси­
мальное значение ДКС £тах; относительный 
размер пластины //д, соответствующий максиму­
му ДКС четвертой моды; значение безразмерно­
го частотного параметра kfl для этого размера; 
произведение (kta)cr При расчетах использованы 
параметры пьезокерамики, приведенные в [5]. 
Развиваемое пластиной давление будет пропор­
ционально квадрату радиуса пластины, который 
можно определить для заданной частоты /следу­
ющим образом а = (kta)ct/(2nf). Радиус пластины 
при заданной частоте пропорционален произве­
дению (kta)ct, которое приведено в табл. 1.

Выполнены расчеты частотной зависимости 
чувствительности излучения, электрической про­
водимости и характеристики направленности для 
пластин из различных составов пьезокерамики. 
Результаты расчетов представлены в табл. 2, где 
приведены: относительный размер пластины На, 
соответствующий максимальной чувствительно­
сти излучения; безразмерная частота (kfl)> соот­
ветствующая максимальной чувствительности; 
сравнительная (относительно ТБК-3) чувстви­
тельность на резонансе v; относительная полоса 
частот без учета затухания в пьезокерамике Af, %;

ширина основного максимума характеристики 
направленности 20; произведение (кр)сг

Результаты расчетов показывают, что чувст­
вительность пластины из пьезокерамики ЦТБС-3 
примерно одинакова с чувствительностью плас­
тины из керамики ГБК-3. Чувствительность пла­
стины из НБС-1 более чем в 2 раза превышает 
чувствительность пластины из ТКБ-3. Отметим, 
что пьезокерамика ЦТБС-3 относится к первому 
типу, а ТБК-3 и НБС-1 -  ко второму типу, соглас­
но классификации, предложенной в [3].

Таблицы показывают, что для заданной часто­
ты самый большой радиус будет у пластины из 
ТБК-3, это и объясняет довольно высокую чувст­
вительность излучения этой пластины по сравне­
нию с пластиной из ЦТБС-3. Пластина из НБС-1 
имеет меньший радиус, чем пластина из ТБК-3, 
высокая чувствительность объясняется большой 
величиной ДКС. При почти одинаковой чувстви­
тельности пластин из ЦТБС-3 и ТБК-3 пластина 
из ЦТБС-3 имеет меньший радиус, что может 
быть важно при разработке антенн.
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Acoustic Radiation of Finite Piezoelectric Transducers Mounted in a Baffle
S. M. Balabaev and N. F. Ivina

Acoustic radiation from axially symmetric transducers mounted in a plane rigid baffle was numerically ana­
lyzed. Comparable characteristics of radiation efficiency of piezoelectric ceramic plates of different piezocer­
amics compositions were obtained.
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