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Рассмотрена система двух тонкостенных многомодовых пьезокерамических излучателей в жидкос­
ти, возбуждаемых нестационарными электрическими сигналами. Моделирование переходного про­
цесса выполнено в рамках теории тонких электроупругих оболочек и акустического приближения. 
Изложен разработанный метод решения, позволяющий проводить расчеты с контролируемой точ­
ностью при строгом учете взаимовлияния отражающих поверхностей. Приведены числовые ре­
зультаты при различных расстояниях между оболочками и режимах их возбуждения.

В настоящее время приобрели актуальность 
исследования переходных процессов в гидроэлек- 
троупругих системах. Это обусловлено необходи­
мостью практического использования пьезопре­
образователей в импульсных режимах излучения 
или приема. Во многих случаях гидроакустичес­
кая аппаратура состоит из систем пьезопреобра­
зователей. Поэтому представляет интерес изуче­
ние переходных процессов с учетом их взаимо­
влияния. Решению многосвязных задач механики 
сплошных сред при установившихся во времени 
воздействиях посвящены монографии [1, 2]. 
К единичным относятся публикации [3, 4], где 
в нестационарной постановке изучалась дифрак­
ция волн на упругих и электроупругих оболочках, 
расположенных вблизи плоской границы.

В данной статье рассматривается система, со­
стоящая из двух однонаправленных бесконечно 
длинных цилиндрических пьезокерамических 
оболочек (рис. 1), радиусы которых Rx, R2, тол­
щины -  hx у h2, а расстояние между осями -  I 
( /> /? ,+  R2). Выбран вариант толщинной поляри­
зации пьезопреобразователей. Введем для каж­
дой из оболочек полярную систему координат г ,, 
0j и г2, 02 (рис. 1). Электродированные покрытия 
на внутренних и внешних поверхностях цилинд­
ров имеют по два разреза в осевом направлении 
0, = ± 0 , (/ = 1, 2). Это позволяет подводить 
к каждой паре электродов различные нестацио­
нарные электрические сигналы, возбуждая в них 
многомодовые колебания. Отметим, что разрезы 
симметричны относительно плоскости, проходя­
щей через оси оболочек. Безграничное внешнее 
пространство заполнено идеальной сжимаемой 
жидкостью. Ограничимся случаем, когда во внут­
ренних объемах оболочек -  вакуум.

Возмущенные движения излучателей моделиру­
ются в рамках теории тонких электроупругих обо­
лочек, основанной на гипотезах Кирхгофа-Лява [5],

а жидкости -  акустической теории. В результате, 
исходная система уравнений имеет вид:
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Y(° С R-

= С,<? я?

_ pc2 R.

С,*!’, е1н , , 8 3 3  , у® -  физические параметры
(модуль упругости, пьезомодули, диэлектричес­
кая проницаемость, плотность) г'-го (г = 1 , 2 ) пье­
зопреобразователя, р, с — плотность, и скорость 
распространения звука в жидкости.

Напряженности £® задаются в виде

(5)

Е^ {^ щ в г т )+

2
+ Я(|0 ,| -© ,) }H(t).

Функции q}° (t) определяют конфигурацию 
подводимых к токопроводящим покрытиям 
19,1 < 0,- (J = 1) и |0;| > 0, 0  = 2) электрических сиг­
налов, Н -  единичная функция Хевисайда.

Граничными являются условия безотрывного 
контакта оболочек с жидкостью:

'W(О

Эг
Эф
Э7

( 6)

I •
Начальные условия -  нулевые (до момента вре­
мени t = 0  гидроэлектроупругая система находит­
ся в состоянии покоя).

Приведенные выражения (1) -  (6 ) записаны 
в безразмерных обозначениях. Величины w®, и®, 
г,-, /, hh Я, отнесены к R], t -  к RJc\ q(i\  р -  к рс2  и

Задача решается с использованием интеграль­
ного преобразования Лапласа по времени. В про­
странстве изображений при решении уравнения
(2 ) применяется метод разделения пространст­
венных переменных и его общий интеграл 
выражается через модифицированные функции 
Бесселя Кп и /л. С  учетом затухания возмущений 
на бесконечности (г, — ►  <*>) потенциал cpL может 
быть записан в виде следующего ряда Фурье (раз­
ложение по собственным формам колебаний)

<PL= X  {i4n(J) 7 e'/?l̂ nCyr|) COSrc01 +
л  =  О

1 s R

S

1 s R  

S

(7)

+ B (̂s)-eR2Kn(sr2)cosnQ2 } .

Здесь индексом L обозначены соответствующие 
трансформанты, s -  параметр преобразования, 
AL(s)t BL(s) -  неизвестные, зависящие от s, функции, 
которые определяются из граничных условий.

Рис. 1. Система однонаправленных многомодовых ци­
линдрических пьезопреобразователей.

Используя теорему сложения для функций Кп [2], 
представим искомый потенциал ср1  в координатах 
r i»01:

1 s R

п = О т =  О

фЬ = X  M f r ) V X ( ^ . )  + £ в ^ ) 1 / * 2х
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где е0 = 1 /2 , ел = 1 {п > 0 ).

Нормальные w{i)L и тангенциальные w(,)L пере­
мещения оболочек также ищутся в виде рядов 
Фурье:

оо

WU)L
= X w",)L̂ cos/i0i’

л = 0
( 10)

(i)L V  (0 \ *и = >  ил (5) sinЛ0..
л  =  1

Аналогичные (8 ) - (10) разложения допускают и 
напряженности EU)L:

£ (,n  = f i | oV )2 * -? c o s * 0 .-  +
л  =  0

( Н )

б 2 0^ ) Х ^ 2  СОвлв,.
л  =  0
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В выражении (11) через к (п'- (J = 1,2) обозначе­
ны величины

Функции F (n']L(s), M (n° L(s), N ln0L(s) имеют вид
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Подставляя (10) в преобразованные по Ла­
пласу уравнения (1) и решая их относительно

(0 ̂  /  • 1  \wn I), получим следующие выражения

w l,)L = { k,(' V  + + К < V  + Р « )  X

X [ ^ e ! 0L(s) + k ^ Q ^ L(s)l } / ( / +  (12)
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0)L где
где qn -  л-е гармоники действующей на i-ю 
оболочку гидродинамической нагрузки, кото­
рые находятся с учетом формул (3) - (5), (8), (9),

(14)
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Далее, привлекая граничные условия (6) и соот­
ношения (8), (9), (12), получим бесконечную сис­
тему уравнений относительно A„(s), B„(s):

A t(s)F t')L(s) = M ll)L(s) +

+ Ъ в Ь ) е - « - * ' - к> Ы '"Ъ ).
m =  0

oo

£  A" (s)'
R, — R 2 ) ,  ,(2) LKZ(s)-

(13)

m = 0

f jn & z)  = « ” /»(«), s£(s,z) =

^jn » С;(л° * ц/л0 -  постоянные, зависящие от физи­
ческих и геометрических параметров системы. 
Вывод выражений для этих постоянных не вызы­
вает затруднений. Поэтому, ввиду их громоздкос­
ти, они здесь не приведены.

Отметим, что элементами бесконечной системы 
(13) являются функции параметра преобразования 
s. Усечение системы и ее решение в явном виде 
связано с необходимостью раскрытия функцио­
нальных определителей, порядок которых соот­
ветствует числу удерживаемых собственных 
форм колебаний. Получаемые в результате тако­
го подхода формулы будут чрезвычайно сложны­
ми (содержать члены с многократными произве­
дениями функций Бесселя) и громоздкими, что 
приводит к принципиальным математическим 
трудностям при переходе в область оригиналов. 
Согласно разработанному методу решения неста­
ционарных многосвязных задач гидроэлектро­
упругости производится инверсия равенств (13) и 
граничные условия удовлетворяются в области 
оригиналов. Это позволяет сводить задачу к 
решению бесконечной системы интегральных
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уравнений Вольтерра первого рода с запаздыва­
ющими аргументами:

I
\A n{ i ) F [ '\ t - x ) d x  = M \ '\ t )  +
О

с о  I
+ Х  J  Bm[ x - ( l - R }- R 2) ) N (" ( t - x )d x ,

(15)т = Ol-Rl —/?2

J s „ (T )F fV -T )  =  M ‘2V ) +
О
t

+ Х  1 Am[ x - ( l - R l - R 2) ) N (n2n: ( t-x )d x .
т  = 0 i - r ] - r 2

Функции /гп(0/'(5-), W{n,)L(s)y V ^ V )  выражаются
через z), f j n(s, z) (14), оригиналы которых

получены в явном виде. Обращение g0n, / 0л 
выполнено с помощью таблиц операционного ис­
числения [6], a gjn, f j n (J > 0) -  в результате;-крат- 
ного интегрирования в квадратурах g0n(t>z) и 
/ 0п(г, z). Эти формулы приведены в книге [3]. При
вычислении N ^ t (Г) использовалась теорема 

о свертке функций ( ,  V^m). Определение ори­

гиналов M {r')L{s) не вызывает затруднений.

Можно показать [3], что бесконечная систе­
ма интегральных уравнений (15) является схо­
дящейся при любых конечных значениях t и до­
пускает редуцирование. Ее решение получено 
методом квадратурных формул. Сдвиг в аргу­
ментах у неизвестных, входящих в правые час­
ти равенств (15), позволяет шаг за шагом по 
времени находить искомые величины An(t)y Bn(t) 
для каждого п независимо. В начальной стадии 
переходного процесса (0 < г < / - / ? ,  -  R2) беско­
нечные ряды по т ,  содержащие ВтУ Ат с запаз­
дывающими аргументами, равны нулю, и из 
первого уравнения системы (15) вычисляются 
значения Л„(0> а из второго -  Bn(t). Начиная 
с момента t > / - / ? , -  R2 функции Ап, Вп со сдви­
гом во времени входят как известные в сумми­
руемые по га интегралы.

Решив систему уравнений (15), нетрудно 
определить представляющие интерес физические 
величины. Так, в результате инверсии формулы 
для р1, полученной с учетом (7), определение гид­
родинамического давления в акустической среде

Рис. 2. Графики акустических давлений р в трех точ­
ках (0, = тс/2 -  сплошная, 0 = к -  штриховая, 0 = 0 -  
штрихпунктирная линии) первой оболочки при 

= 25, /?, = R2, 0,- = Ti/2 (/ = 1, 2), / = 4. Гидроэлект- 
роупругая система возбуждается электрическими
сигналами q \ 1̂ = sin<totH(t) (CD = 3.053), = 0 .

Рис. 3. Графики акустических давлений р в трех точ­
ках (0j = гс/2 -  сплошная, 0, = п -  штриховая, 0, = 0 -  
штрихпунктирная линии) первой оболочки при 
Rif hi = 25, Я | = /?2> 0, = л/2 (/ = 1,2), / = 3. Г идроэлект- 
роупругая система возбуждается электрическими
сигналами q \i) = sincetH(t) (со = 3.053), Q^  = 0.

сводится к вычислению и суммированию следу­
ющих интегралов:

pit) = -  х
п = 0

J  Ая [ х -  (г, - / ? , ) ]  g0n{ t - x , r j d x х

x c o sn 0 ,+  |  Вп [ г -  (r2- R 2) ] х (16)
ri~Rl

X g|)„(f -  X, r2)dxcos nQ-

Аналогично находятся другие характеристики 
переходного процесса.
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Рис. 4. Графики акустических давлений р в трех точках 
(0j = к/2 -  сплошная, 0, = к -  штриховая, 0, = 0 — 
штрихпунктирная линии) первой оболочки при 
R,/hj = 25, R| = R2y 0, = л/2 (i = 1, 2), / = 3. Гидроэлект- 
роупругая система возбуждается электрическими
сигналами Q,(/) =sinov//(f), Q2° = sin[a>(/ — T)]H(t-Т) 
(со= 3.053; Г=0.4).

При проведении расчетов рассмотрена сис­
тема двух цилиндрических пьезоизлучателей из 
материала ЦТБС-3 [7], возбуждаемых электри­
ческими сигналами синусоидальной формы с час­
тотой со. Безграничное внешнее пространство за­
полнено водой. Выбранное значение со равно соб­
ственной частоте пульсирующих колебаний 
цилиндрических оболочек в вакууме.

Анализ полученных результатов показыва­
ет, что варьируя вид возбуждающего воздейст­
вия и расстояния между оболочками, можно су­
щественно изменять распределение давлений на 
поверхностях преобразователей. Многомодовое 
их возбуждение приводит к значительному пере­
распределению давлений в излучаемой волне.

Выбором расстояния / между осями цилиндров 
можно в широком диапазоне как повысить 
(рис. 2), так и понизить (рис. 3) давления в близ­
лежащих (г, -  R}, 0, = к и г2 = /?2> = 0) точках
преобразователей. Для этого режима работы
(Q ^  = 0) при 1 - 4  излучение в направлениях 0 ^ 0  
и 02 = к  становится не столь эффективным, как 
при / = 3.

В случае, когда каждый из преобразователей 
возбуждается двумя противофазными синусоидаль­
ными электрическими сигналами, один из которых
(Q2 0) подводится с запаздыванием на время 7го = 0.4 
(/ = 1,2) в точках 0, = 0, г, = /?, и 02 = тс, r2 -  R2 дости­
гается существенное повышение, и в точках 0, = тс, 
г, = /?j и 02 = 0, r2 = R2-  понижение гидродинами­
ческих давлений (рис. 4).
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Nonstationary Radiation Modes of a System 
of Two Multimode Cylindrical Piezoelectric Transducers

A. E. Babaev, A. A. Leiko, and V. G. Savin

A system of two thin-walled multimode piezoelectric ceramic transducers immersed in liquid and excited by 
nonstationary electric signals is considered. The transition process is modeled in the framework of the theory 
of thin electroelastic shells and acoustic approximation. A computational procedure is outlined that evaluates 
the process with the required accuracy and with rigorous allowance for the mutual effect of reflecting surfaces. 
The numerical results for different spacings between the shells and different excitation regimes are presented.
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