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В данной работе теория оптимального управления применена для максимизации эффективности 
преобразования энергии источника звука, расположенного в бесконечном экране. В первом разде­
ле статьи показано, что методы условной оптимизации, будучи применены к решению задачи об ис­
точнике круглой формы, подверженном центральносимметричным вибрациям, дают такое решение 
для профиля поперечной скорости, которое максимизирует эффективность излучения звука на задан­
ной частоте. Для некоторых частот возбуждения показаны распределения скорости, которые обеспе­
чивают максимально возможную эффективность излучения звука круговой областью. Во втором 
разделе статьи показано, что распределения скоростей, соответствующие собственным функциям 
круглой пластины одинаковой толщины, обеспечивают на некоторых частотах максимально воз­
можную эффективность излучения. В заключительной части статьи проведена оптимизация эф ­
фективности преобразования энергии путем надлежащего выбора свойств материала и размеров 
пластины так, чтобы собственная частота первого центральносимметричного резонанса пластины 
соответствовала частоте, на которой пластина излучает акустическую энергию наиболее эф ф ек­
тивно. Выражается надежда, что данная методика окажется плодотворной при проектировании ис­
точников звука большой мощности.

ВВЕДЕНИЕ

Представленные в данной статье исследования 
были проведены в связи с применением акустиче­
ских полей высокой интенсивности для управле­
ния количеством мелких частиц, содержащихся в 
дымовых газах и образующихся в процессах горе­
ния. Такие частицы содержатся, например, в 
выбросах теплоэлектростанций, работающих на 
угле. Наличие этих частиц (размером менее 5 ми­
крон) в атмосфере представляет серьезную опас­
ность для здоровья людей и для состояния окру­
жающей среды, и поэтому проводится большое 
количество исследований с целью поиска новых 
путей улавливания таких частиц прежде, чем они 
будут выброшены в атмосферу. В одном из разра­
батываемых методов в выходной части камеры 
сгорания используются акустические поля высо­
кой интенсивности с целью объединения мелких 
частиц в более крупные [1]. Частицы различного 
размера группируются в акустическом поле на 
различных уровнях и их относительное движение 
приводит к столкновениям, которые вызывают 
формирование сгустков. Этот процесс изменяет 
распределение частиц по размеру в сторону более 
крупных частиц, которые легче улавливаются 
обычными устройствами, такими как циклонные 
сепараторы. Наличие процесса объединения час­
тиц было подтверждено в маломасштабных экс­
периментах. Однако полномасштабное промыш­
ленное применение требует разработки источни­

ков звука высокой интенсивности (с уровнем 
звукового давления более 160 дБ), обладающих 
высоким кпд, которые работают на частотах по-, 
рядка нескольких килогерц. Поскольку плоский 
круглый источник, расположенный на экране, 
является характерной конструкцией для боль­
шинства предлагаемых источников большой 
мощности, она была выбрана в качестве отправ­
ной точки для настоящего исследования.

Процедура оптимизации, разработанная в дан­
ной статье, была первоначально применена в 
задачах активного управления шумом, в которых 
акустическая мощность управляемого источника 
может быть записана как квадратичная функция 
некоторой величины, например, объемной ско­
рости. Однако если выходная мощность источни­
ка выражена через нормальную составляющую 
скорости на его поверхности, то оптимизация 
мощности относительно этой величины оказы­
вается проблематичной, поскольку в этом случае 
глобальный минимум достигается при скорости, 
равной нулю, т.е. получается тривиальное реше­
ние. Одним из способов избежать эту трудность 
является ограничение снизу среднеквадратичес­
кого значения скорости на поверхности источ­
ника некоторой заранее заданной величиной. 
В данной статье ниже показано, что наложение 
этого условия равносильно такому изменению 
пространства параметров, задачи оптимизации, 
при котором получающаяся задача на собствен-
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Рис. 1. Геометрия области источника.

ные значения имеет решения как для максиму­
мов, так и для минимумов выходной мощности, 
или, что равносильно, акустической эффективнос­
ти (кпд). Анализ показал также, что максимальное 
собственное число задачи оптимизации соответ­
ствует наибольшей возможной эффективности 
источника на заданной частоте.

1. ВЫХОДНАЯ МОЩНОСТЬ ПЛОСКОГО 
КРУГЛОГО ИСТОЧНИКА В ЭКРАНЕ

Рассмотрим область в виде круга, расположен­
ную в плоскости z = 0, как показано на рис. 1. 
Круг разделен на N  примыкающих друг к другу 
концентрических колец одной и той же площади. 
Поэтому площадь каждого кольца равна:

Av = naN/N ,  (1)
где внешний радиус v-ro кольца обозначен как av 
(а0 = 0). Значение можно найти из выражения (1):

a v = aNJ v /N .  (2)
Полагая, что каждое кольцо совершает коле­

бательное движение подобно поршню, запишем 
его скорость в направлении оси z в виде:

Ч г )  =

V, 0 < г < а ,  
v 2 ax< r< a 2

I : :
v N aN_ i< r < a N

(3)

и тогда давление в дальней зоне может быть оп­
ределено как [2, с. 225 - 227]:

N

р(г, 6) = r /cY v v [^ /[ (c o ^ s in e /c )  -
Г S in  С7 (4)V  =  1

- a v_I71(coav_ ,s in 0 /c )  ].
Значок “крышка” над величиной обозначает ее 
комплексную амплитуду, которая связана с самой 
величиной, зависящей от времени согласно фор­
муле [2, с. 24 - 27]:

р(х; г) = Re {p(x)e~i<a‘} . (5)
В выражении (4) р есть плотность жидкости, 

с -  скорость звука в жидкости, со -  круговая час­

тота, t -  время, / = Т и J x -  функция Бесселя 
первого рода первого порядка. Усредненная по 
времени выходная звуковая мощность для круго­
вой области равна:

2 71/2 ПГ
av ”  рс о

|  Ip|2sin0d0, (6)

или, подставляя выражение для р  из (4), после 
преобразований получаем:

N  N
л  лVy,

\l= l v= 1

где члены матрицы сопротивлений суть:
п/2

9 ^ v = 2прс j  [ ^ 7 ,(0) ^ sin 0/с) -
о

- ^ . j J /C O a ^ s in O /c )  ] [tfv/j((Oflvs in 0 /c ) -

(7)

-  a v_ sin 0 /c )  ] -
dQ

sin0 ( 8)

2. УСЛОВНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ 
ВЫХОДНОЙ МОЩНОСТИ

Прежде чем проводить оптимизацию соотно­
шения (7) в каком-либо смысле, необходимо не­
сколько его изменить, так как в его настоящем 
виде оптимизация выходной мощности источника 
дает тривиальное решение для скоростей колец. 
Эта трудность может быть легко преодолена пу­
тем наложения следующего ограничения на ско­
рости колец: Я

N

Х ы  = 1. (9)
Й=1

что с последующим применением метода множи­
телей Лагранжа приводит к следующему функцио­
налу (лагранжиану) для задачи оптимизации:

1
N N N

VV- ^ - 1
-ц=1

( 10)
L = -2

Ц =  1 V  =  1

где А, есть множитель Лагранжа. Необходимое и 
достаточное условие существования решения 
задачи условной оптимизации (оптимизации с ог­
раничениями) имеет вид:

3L N

dv,
= X ^ V y - A - v ,  = 0, ( И )

V  =  1

для |Х = 1, ..., N. Система уравнений (11) является 
задачей на собственные значения.

Решение для собственных частот матрицы со­
противлений может быть выражено через выход­
ную мощность. Для этого преобразуем уравнение
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(11) к виду:
N

^ Ж ^ %  = X v ^ ( 12)
V  =  1

и подставим этот результат в выражение (7), что 
дает:

^av 7 ^  I О ' (13)
n=i

Таким образом, каждая собственная частота 
представляет удвоенную выходную мощность од­
ной из собственных функций.

3. ЭФФЕКТИВНОСТЬ ИЗЛУЧЕНИЯ 
КРУГОВОЙ ОБЛАСТИ

Решение уравнения (11) для случая со — ► 0 мо­
жет быть использовано для объяснения того, какое 
влияние оказывает ограничение на решение задачи 
оптимизации. На низких частотах У,(х) — ► х/2, 
так что члены матрицы сопротивлений принима­
ют вид:

Ж Р Г 2 2 л г 2 2 -I
2 ^  [ Я ц - Я ц - J  K - f l y - i J  х

71/2 (14)

х J  sin 6dQ = D't о*
о

где

Ж , =
4 27сад,со р 

2 CN2
(15)

Собственные частоты матрицы сопротивле­
ний в этом случае выражаются формулой X = 
= МЛ0, 0, ..., О и собственная функция, соответст­
вующая значению X = NЖ0, имеет форму “поршня'’
с амплитудой v-v = 1 /  J n . Выходную мощность, со­
ответствующую этой собственной функции, можно
определить путем подстановки v v  =  1 ф  в  

выражение (7):

П ... = = Х/2,a v (16)

что подтверждает результат, полученный 
ранее (13).

Эффективность излучения (кпд) круглого ис­
точника выражается формулой:

а  = ----- ^ ----- , (17)
рс

! Н dS

где S -  площадь поверхности источника. Учитывая, 
что площадь каждого кольца равна Av, интеграл в 
формуле (17) может быть вычислен по формуле:

я N

v z\ dS = =
Ц = 1

па N

N
(18)

и поэтому кпд принимает вид:
2NU  

с  = — a v
2рскаы

(19)

Подставляя сюда выражение для Tlav (фор­
мула (16)), получаем, что в пределе для малых 
частот эффективность излучения собственной 
функции, соответствующей X = NЖ0i равна:

°  = ^со 2a2N/ c 2 ( 20)

Соотношение (20) показывает, что в пределе на 
низких частотах кпд круглого источника не зависит 
от числа колец, тогда как выходная мощность (2^) 
непрерывно уменьшается с ростом числа колец. 
В общем случае можно сделать вывод, что влияние 
ограничения сводится к такому изменению прост­
ранства параметров, при котором эффективность 
излучения, а не выходная мощность, является суще­
ственной переменной, и что собственная функция, 
соответствующая наибольшей собственной часто­
те, представляет такое распределение вибраций, 
которое максимизирует кпд излучателя. Поэтому в 
пределе на низких частотах максимум кпд круглого 
источника в экране достигается, когда вся круговая 
область колеблется в фазе.

4. ИЗЛУЧАТЕЛИ С МАКСИМАЛЬНЫМ КПД
В предыдущем разделе было показано, что 

задача на собственные значения, определяемая 
уравнением (11), дает решение для оптимальногр 
кпд плоского источника, который разделен на N 
концентрических соприкасающихся колец одина­
ковой площади. Предполагается, что в пределе 
при N  — ► °о решение на собственные значения 
сходится в некотором смысле. В табл. 1 приведе­
ны собственные числа уравнения (11) для не­
скольких различных значений N  при соaN/c  = 1.

Из табл. 1 видно, что при Ш ц/с = 1 наибольшее 
собственное число уравнения (11) почти постоянно, 
а наименьшее собственное число уменьшается 
(предположительно, неограниченно) при увели­
чении N. В табл. 2 приведены значения тех же ве­
личин для соaN/c = 3.

В данном случае при увеличении N  наи­
большая собственная частота растет и в конеч­
ном счете сходится к значению 1.31 при N  = 50. 
В общем случае, если диаметр внутреннего пор­
шня много меньше длины волны звука, то макси­
мальный кпд на заданной частоте не зависит от 
числа колец, что может быть использовано для 
приближенного определения числа колец, необ­
ходимого для сходимости результата.

Тот факт, что существует абсолютный макси­
мум эффективности излучения для любого значе­
ния соaN/c, не является интуитивно ожидавшимся 
результатом. Однако исследование профилей ско­
ростей, которые обеспечивают максимальный кпд 
излучателя, дает некоторое понимание физических
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Таблица 1. Собственные числа уравнения (11) при 
соaN/c = 1

Таблица 2. Собственные числа уравнения (11) при 
со aN/c = 3

N *1 *2 *3 х,4 Х5 N А,, Ъ 3̂ Х4 *5
2 0.424 1.77 X 10-4 — — 2 1.25 0.124 — — —

3 0.424 2.10 X ю - 4 1.96 х 10~9 — — 3 1.28 0.146 1.20 X 10-4 — —

4 0.424 2.22 XЮ'4 2.79 х ю - 9 3.83 хЮ“15 — 4 1.29 0.154 1.71 х ю - 4 1.87 х 10“8 —

5 0.424 2.27 X Ю-4 3.19 х ю - 9 6.43 х 10-15 7.25 х 10-21 5 1.30 0.157 1.97 X ю -4 3.14 х'Ю-8 8.86 хЮ "13

оснований существования максимального значе­
ния кпд. На рис. 2 показан профиль скорости, кото­
рый обеспечивает максимальную эффективность 
излучения при ш м/с = 10. Из рис. 2 видно, что пере­
сечения нулевого уровня разнесены друг от друга на 
расстояние, примерно равное половине длины вол­
ны звука и поэтому кпд излучателя почти максима­
лен, так как фаза колебаний такова, что излучение 
отдельных колец достигает соседних колец в фазе с 
колебаниями поверхности пластины. На рис. 3 по­
казан максимально возможный кпд кругового из­
лучателя на экране в зависимости от безразмер­
ной частоты для N  = 100. Из рис. 3 видно, что если 
профиль скорости соответствует профилю, обес­
печивающему максимальную эффективность из­
лучения, то можно получить значительное увели­
чение кпд круглого источника.

5. ЭФФЕКТИВНОСТЬ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ЭНЕРГИИ

Результаты предыдущего раздела показыва­
ют, что кпд плоской круглой пластины на одной 
частоте может быть максимизирован. На практике 
более важной задачей является максимизация эф­
фективности преобразования энергии, а не ее излу­
чения источником звука. Следуя [3, с. 294 - 299], за­
пишем коэффициент потерь энергии в виде:

F П
“  2 ^  "  ш ;  ( }

где Ег -  энергия, излучаемая пластиной за период 
колебания, и Ер -  энергия, запасаемая в ближнем 
поле пластины. Энергия ближнего поля пласти­
ны близка к ее удвоенной кинетической энергии, 
и если пластина имеет постоянные толщину h и 
плотность рр, то запасенная энергия равна:

л
2- Ш

V7I dS, (22)

так что коэффициент потерь энергии принимает 
вид:

рсо
Лг =

®Р Ph
(23)

Эффективность преобразования энергии оп­
ределяется как:

? (24) 
где сог|£ есть энергия тепловых потерь в течение

одного периода колебания иг|-коэффициент меха­
нических потерь в пластине. Таким образом, в част­
ном случае пластины однородых толщины и плот­
ности, эффективность преобразования энергии 
равна:

а р / р п
г = р (25)
Ъ G p/pp + T\(i)h/c'

Следовательно, для пластины с заданными тол­
щиной, плотностью и коэффициентом потерь, 
если известна форма профиля скорости (сами 
значения величин скоростей не требуются для 
расчета кпд), то можно оценить эффективность 
преобразования энергии.

6. ЭФФЕКТИВНОСТЬ ИЗЛУЧЕНИЯ 
И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЭНЕРГИИ 

ДЛЯ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНЫ, 
ВОЗБУЖДАЕМОЙ НА ЧАСТОТЕ 

ЦЕНТРАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОГО
РЕЗОНАНСА

На определенных частотах профили скоро­
стей, которые обеспечивают максимальную эф ­
фективность излучения, весьма близки к собст­
венным функциям пластины, испытывающей 
центральносимметричные колебания. Поэтому 
цель последующих исследований состоит в ответе 
на вопрос: могут ли параметры материала и фи­
зические размеры пластины быть выбраны так, 
чтобы заданная собственная частота соответст­
вовала бы частоте, на которой соответствующая 
собственная функция близка к профилю скоро­
сти для излучателя с максимальной эффективно­
стью. В данном разделе исследуется процесс излу­
чения звука пластиной и определяется эффектив­
ность преобразования энергии. В следующем 
разделе предложен метод проектирования такой 
пластины, у которой эффективность преобразо­
вания энергии на заданной частоте максимальна.

Для пластины, подверженной центральносим­
метричным колебаниям, давление в дальней зоне 
за счет вибрации пластины может быть представ­
лено в виде:

дч /СОДдгр шг/ с
р(г, 0) = ---------- € х

х J  v z(aN̂ )J0((S)aN̂  sin 0 /c)%d%.
(26)
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и поэтому, учитывая соотношение (6), получаем:
Пa v

2
n a Np c

X

П / 2  1

Х 1 J ^ ( ^ ) ^ o ( » « ^ s i n 0 / c ) ^
О о

(27)

sin QdQ.

Эффективность излучения пластины может 
быть записана в виде:

1 2
J J^(ял£Щ соаЛ£  sin b/c)\d%

О
а

г 9 К/2
Г

\L с  _ 0
х

(28)

х sin QdQ >/ { \ \ Ч * М 2Ш ,
о

откуда видно, что она зависит только от множи­
теля соядг/с (кпд не зависит от амплитуды колеба­
ний). Для расчета а  необходимо знать попереч­
ную скорость пластины, возбуждаемой в центре 
сосредоточенной силой.

Решение для поперечной скорости пластины, 
возбуждаемой в центре сосредоточенной силой (без 
учета нагрузки, которую представляет жидкость), 
в аналитической форме дано в [4, с. 246 - 256]. 
Поперечная скорость пластины (после преобра­
зования решения [4] к  временной зависимости ти­
па е~*ш) выражается формулой:

ош  = ^
Zc B 'ZC

'О О J

Л>(И +

В' Z
+ ------ l0(kr) + i

К
W  +  - к 0(кг)

(29)

У

где J ,Y ,I  и К -  функции Бесселя и модифицирован­
ные функции Бесселя первого и второго рода со­
гласно определению [5, с. 180, 195], Р0 -  комплекс­
ная амплитуда возбуждающей силы, Zc -  характери­
стическое сопротивление пластины бесконечных 
размеров, Z 0 -  сопротивление пластины в точке
приложения внешней силы, к = к( 1 + гг)/4), к =
= -т  /а , а  -  [D/pph]т, D = EhV 12[ 1 -  V2] и Е -  модуль 
упругости пластины. Два набора констант, входя­
щих в выражение (29), выражаются формулами:

'0

= {
. [Т ,(Щ ,)+  {2/% )K\{kaN)) [J0(kaN) - I 0(kaN)]
l - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - zz- - - - - - - - - = - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

J\(kaN)I0{kaN) + JQ(kaN)Ix{kaN) (30) 

[ У0(kaN) + (2 / я ) K0(kaN)] [7,(*aw) + I0(kaN)]
J  j (kaN)lQ(kaN) + J0(kaN)I\(kaN) }
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Рис. 2. Профиль скорости, при котором достигается 
максимальное значение кпд при соaN/c=  10дляМ = 180.

а

(йаы/с

Рис. 3. Сравнение максимально возможного значе­
ния кпд (для N  =  180) с кпд порш невого излучателя в 
зависимости о т  соaN /c ( /  -  максимальное значение, 
2 -  поршень).

B'ZC _
А

Fo
_  (,Zc/ Z 0)J,(kaN) + i[ Y l(kaN)+  (2 / п )  КДа„)]

J x(kaN) + I x(kaN) 2̂1)

Теперь можно рассчитать профиль поперечной 
скорости, подставляя который в формулу (29), 
получаем эффективность излучения пластины
(множитель F0/Zc в (29) входит как в числитель, 
так и в знаменатель формулы (28)).

В общем случае обычно предполагают, что 
выходная акустическая мощность пластины 
достигает максимального значения, когда пластина 
возбуждается в резонансе. Поэтому предполо­
жим, что величина к в выражениях (30) и (31) 
соответствует одной из резонансных частот 
пластины. Резонансные частоты первых четырех 
центральносимметричных резонансов пластины 
определяются формулами: кх = 1.0174я/%, к2 = 
= 2.0074n/aN, къ = 3.0047я/лд, and к4 = 4.0034n/aN. 
Профиль скоростей, соответствующий каждой 
резонансной частоте, может быть найден путем
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Рис. 4. Сравнение кпд круглой пластины, колеблю­
щейся в условиях центральносимметричного резо­
нанса, с максимально возможным кпд излучателя в 
зависимости от <oaN/c  (У -  максимум, 2 -1 -й  резонанс, 
3 -  2-й резонанс, 4 -  3-й резонанс, 5 -  4-й резонанс).

Рис. 5. Эффективность преобразования энергии круг­
лой пластины, колеблющейся в условиях центрально­
симметричного резонанса, с максимально возможным 
кпд излучателя в зависимости от (0aN/c (У -  1-й резонанс, 
2 -  2-й резонанс, 3 -  3-й резонанс, 4 -  4-й резонанс).

подстановки ее значения в выражение (29) и 
расчета получающегося распределения.

Значение величины соaN/c y при котором про­
филь скорости оказывается наиболее эффектив­
ным для преобразования механической энергии в 
звуковую, может быть определено путем расчета 
эффективности излучения для данного профиля 
скорости как функции от соaN/c. На рис. 4 показа­
ны в зависимости от соaN/c  как эффективности 
излучения для профилей скорости, соответству­
ющих первым четырем центральносимметрич­
ным резонансам пластины, так и максимально 
возможная эффективность излучения пластины. 
Из рис. 4 ясно видно, что каждый из профилей 
скорости обеспечивает эффективность излуче­
ния, близкую к максимально возможной для не­
которого значения сoaN/c.

Если параметры материала пластины заданы, 
то теперь можно с помощью выражения (25) оп­
ределить эффективность преобразования энер­
гии. Предположим, что пластина изготовлена из 
алюминия с h = 1/8” и Г| = 0. 02. На рис. 5 показаны 
в зависимости от соaN/c  эффективности преобра­
зования энергии для профилей скорости, соот­
ветствующим первым четырем собственным 
функциям пластины. Представляет интерес во­
прос о том, являются ли положения максимумов 
кривых на рис. 5 фиксированными на некоторых 
значениях соaN/c, или же они зависят от парамет­
ров материала пластины. Стационарные точки 
кривых определяются из уравнений:

я  _ _ 0  ( 3 2 )

d(ti)aN/c )  Э(со aN/c )  dod(coaN/c )

где £ может быть представлена в виде (см. фор­
мулу (25)):

Выполняя дифференцирование, получаем:
J](h/aN)( р /р р

[ о р /р  р + r\(h /aN)(<oaN/c ) \

-  а  + (со aN/c )
d o

(34)

d(coaN/c)_ = 0,

или

(со aN/c )
d o

d((baN/c )
Уравнение (35) показывает, что положение 

максимумов эффективности преобразования 
энергии зависит только от соaN/c  и не зависит от 
параметров материала пластины.

Максимальное значение эффективности преоб­
разования энергии связано с профилем скорости, 
соответствующим первому центральносиммет­
ричному резонансу пластины. Обозначим значе­
ние величины соaN/c, при котором достигается 
максимальная эффективность преобразования 
энергии, через

(соа„/с)опт = 2.6. (36):
Следовательно, для конкретного набора зна­

чений характеристик материала пластины э 
фективность преобразования энергии достигает 
максимума, если параметры пластины выбраны 
так, что ее первый центральносимметричный резо­
нанс имеет место при (daN/c = 2.6. Имея в виду, что 
для первой резонансной частоты кх = 1.0174тг/я^ 
можно найти размеры пластины, при которых 
эффективность преобразования энергии имеет 
максимальное значение.

7. ПРОЕКТИРОВАНИЕ ПЛАСТИНЫ 
С ОПТИМАЛЬНОЙ ЭФФЕКТИВНОСТЬЮ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЭНЕРГИИ

о р /р ,
c p / p p + r\(h /an)((OaN/c ) '

Представляется полезным провести реальные 
(33) вычисления, которые могут быть использованы 

для определения размеров пластины. Вспоминая,
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что к = Vw/а , получаем уравнение: ВЫВОДЫ
(kaN) 2 = (СОaN/c )  [aNc / а 2], 

из которого можно найти радиус пластины:
(37)

a N  ~
a \ k a N)

Подставляя
с((йаы/с )  

сюда выражение а

(38)

2 _

= h j E / 12рр [1 -V 2] , после преобразований, по­
лучаем:

(kaN)
aN/ h  =

c(d>aN/  с)
\ Е /  12р r i - v 2]. (39)

Следовательно, для заданного материала первая 
резонансная частота соответствует оптимальному 
значению величины ш ы/с при фиксированном от­
ношении радиуса пластины к ее толщине. Частота 
первого резонанса дается формулой:

/  = СО/27С =
с(соаЛ,/с )

2па (40)
N

Соотношение (40) может также быть записано 
через толщину пластины, однако на практике 
удобнее задавать толщину пластины и подбира!*ь 
ее радиус, а не наоборот.

В качестве конкретного примера рассмотрим, 
как и ранее, алюминиевую пластину с h = 1/8" и 
т] = 0.02. Полагая частоту, на которой эффектив­
ность преобразования энергии будет оптимизи­
роваться, равной 2 кГц, радиус пластины может 
быть найден из уравнения (40) при aN = 2.79. Зна­
чит первая резонансная частота алюминиевой 
пластины толщины 1/8" и радиуса aN = 2.79 будет 
иметь место при 2 кГц, при этом пластина опти­
мально преобразует возбуждающую механи­
ческую энергию в акустическую.

Показано, что принципы условной оптимиза­
ции (оптимизации с ограничениями) могут быть 
использованы для нахождения профиля скорости 
круглой пластины, который обеспечивает 
максимально возможную эффективность излуче­
ния при заданном значении величины соaN/c. По­
казано, что на одной конкретной частоте распре­
деление поперечной скорости круглой пластины, 
колеблющейся в условиях центральносиммет­
ричного резонанса, обеспечивает эффективность 
излучения, весьма близкую к максимально воз­
можной. Предложена методика расчета, позво­
ляющая согласовать частоту'первого централь­
носимметричного резонанса пластины с часто­
той, на которой эффективность преобразования 
энергии пластиной близка к оптимальной. С по­
мощью предложенной методики можно опреде­
лить параметры пластины, которая оптимально 
преобразует механическую энергию в акусти­
ческую на заданной частоте.
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A Design for a High Efficiency Sound Source Based 
on Constrained Optimization Procedures

Gary H. Koopmann and John B. Fahnline
Center for Acoustics and Vibration, 157 Hammond Building,

The Pennsylvania State University, University Park, PA 16802, USA

Abstract -  In this paper, optimal control theory is applied to the problem of maximizing the power conversion 
efficiency of a circular source in an infinite baffle. The first section of the paper is devoted to demonstrating 
that constrained optimization procedures, when applied to a circular source undergoing centrally symmetric vi­
brations, yield a solution for a transverse velocity profile which maximizes the radiation efficiency of the source 
at a specific frequency. The velocity distributions which produce the maximum possible radiation efficiency of 
a circular region are shown for several frequencies. In the second section of the paper it is shown that the ve­
locity profiles corresponding to the eigenfunctions of a circular plate of uniform thickness fortuitously produce 
the maximum possible radiation efficiency a certain frequencies. Finally, the power conversion efficiency of 
the circular plate is optimized by properly choosing the material properties and dimensions of the plate such 
that the eigenfrequency of the first centrally symmetric resonance of the plate corresponds to the frequency 
where the plate radiates acoustic energy the most efficiently. It is hoped that the methodology will prove effec­
tive in designing high intensity sound sources.
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