
АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ, 1996, том 42, № 1, с. 116 - 122

УДК 534.2

АВТОКОЛЕБАНИЯ КОЛЬЦЕВОЙ ГАЗОВОЙ СТРУИ
© 1996 г. А. В. Римский-Корсаков, А. Г. Семенов

Акустический институт им. акад. Н.Н. Андреева РАН
117036 Москва, у л . Шверника, 4 
Поступила в редакцию 17.10.94 г.

В работе рассматриваются автоколебания струи, истекающей из кольцевой щели и импедансной 
плоскости в свободное пространство, а затем натекающей на другую плоскость или на препятствие, 
например, имеющее форму кольца, при этом в зоне разворота струй формируется источник объем­
ной скорости, являющийся возбудителем стоячих аксиальных акустических волн в объеме. С ис­
пользованием критерия Найквиста определены условия возникновения автоколебаний и их зависи­
мость от параметров задачи.

В последние го д ы  и н тер ес  к исследованию  
задач  о  во зн и кн о вен и и  авто к о л еб ан и й  при взаи ­
м одействии  теч ен и й  г а за  или ж и дкости  с р а зл и ч ­
ны м и п реп ятстви ям и  н еско л ьк о  ум еньш и лся. Т ем  
не м ен ее  б о л ьш и н ство  и з эти х  задач , частично 
у ж е  р еш ен н ы х  в  середи не 60 - 70  годов , н е  п о те ­
ряли  акту ал ьн о сти  д о  н асто ящ его  врем ен и . Н а 
наш  взгляд, р е зу л ь т а т ы  эти х  р аб о т , б ли зки х  в 
идейном  и м етод и ч еском  о тн о ш ен и и  к  и звест­
н ы м , класси чески м  р аб о там  Р ел ея , Л эм б а, Л ан ­
дау, Б л о х и н ц ева , К о н стан ти н о ва , П ау эл л а , Д о- 
а к а , Ф оуке В и льям са, К эр л а , Р и б н ер а  [1 - 13] по 
о ц ен к е  п ар ам етр о в  к о леб ан и й  р азли ч н о го  рода  
п о то к о в  в свобод н ом  п р о стр ан стве  и п ри  н а т е к а ­
нии н а  п р егр ад ы  с у ч ето м  неустой чи вости  их 
гран и ц  к  м ал ы м  акусти чески м  возм ущ ениям , а 
т а к ж е  ап р о б и р о ван н ы е  н а  м одельн ы х  и натурны х 
эксп ер и м ен тах  подходы  к  р еш ен и ю  в  линейном  
п ри бли ж ен и и  д о стато ч н о  слож н ы х, по сущ еству, 
н ели н ей н ы х  п о  своей  п ри роде  акусто-газодина- 
м ических  п р о б л ем  м огут б ы т ь  и сегодня с успе­
хом  и сп о л ьзо ван ы  в  см еж н ы х  о бластях  акустики  
и, по-видим ом у, их р о л ь  в описании разли чн ого  
рода  акусти чески х  процессов будет возрастать . 
Н ап р и м ер , п о д о б н ы е м ето д ы  в  последние годы  с 
п ри м ен яли сь д л я  р еш ен и я  зад ач  исследования 
ш ум а, ген ер и р у ем о го  при истечении струй  [6 - 13, 
1 8 -2 4 ] ,  н естац и о н ар н о го  о б тек ан и я  т е л  п отоком  
[14, 15, 17], тех н о л о ги ч еск о го  использован и я и с­
то ч н и к о в  м о щ н о го  у л ьтр азву к а , вы п олн ен н ы х  на 
осн ове газоди н ам и чески х  сви стков  [ 5 - 9 ,  18, 21], 
н ек о то р ы х  м ехан и зм ов о б р азо ван и я  звука в  ду­
ховы х м у зы к ал ьн ы х  ин струм ентах  [5].

П ер ей д ем  т е п е р ь  к описанию  стац ионарной  
газоди н ам и ческой  к ар ти н ы  теч ен и я  и п остан овке  
зад ач  исследован ия авто ко леб ан и й .

Р ассм отри м  струю , и стекаю щ у ю  из кольц евой  
щ ел и  в неподвиж ной  акусти чески  ж естк о й  или 
им педансной  п лоскости . В  процессе и стечен и я  из-

за  разн о сти  стати ч ески х  давлений  сн аруж и  и вну­
тр и  к о л ьц а  при удалении  о т  п л о ско сти  стр у я  под­
ж и м ается  по  радиусу к  оси  к о л ьц а . Д л я  оц ен ки  
стац и он арн ой  к ар ти н ы  п о д ж а та я  введем  цилинд­
ри ческую  систем у к о о р д и н ат  с н ач ал о м  н а плос­
ко сти  в  ц ен тр е  кольц а . В виду очеви дн ой  осевой  
си м м етрии  теч ен и я  для е го  описания д о стато ч н о  
двух координ ат -  радиальной  г  и  продольной  х. 
О б озн ачая  координату  середины  щ ели  /*() при х  =  0, 
для расчета  среднего изгиба струи имеем  уравнение

plPbicPr/dx2) = Р0 -  Р  =  АР.

З д есь  р, ( / - с о о т в е т с т в е н н о  п л о тн о сть  и ско р о сть  
струи, 6 -  е е  то л щ и н а  (6 г0), Р0 и  Р  -  стати ч ески е
давления внутри  и снаруж и к о л ьц ево й  струи . И н ­
тегр и р у я  преды дущ ее уравн ен и е п о  z д важ д ы  в 
пределах о т  0  до L, где L  -  продольны й разм ер  обра­
зую щ егося осесим метричного о б ъ ем а  о т  плоскости 
до зоны  частичного разворота  струи, получим

£  = [(2p6r28 /A P )(r0 -  rL)]xa.

П р и  э т о м  для оц ен ки  rL рассм отри м  два случая. 
В первом  случае кольцевая струя н атек ает  н а  коль­
цевую  преграду радиуса г{ м еньш его r0, (r0 -  rL) = 
=  (г0 -  г х) =  Дг >  0, а  во  вто р о м  -  и стеч ен и е  свобод­
н ое , п реграда отсу тству ет  и струя п одж и м ается  до 
слияния н а  оси к о л ьц а  (rL =  0), то гд а  и м еем  для 
в ы со ты  ц и ли н дри ческого  L u и к о н и ч еск о го  L K 
о б ъ ем о в  соо тветствен н о

Lu =  [(2p (/26 /A />)A r]1/2, L K =  [(2р(Я 6/А Р )г0] ^ .

С ам овозбуж ден и е акусти чески х  к о л еб ан и й  в этих 
о б ъ ем ах  м о ж ет  наблю даться то л ь к о  при наличии 
частичного  р азво р о та  теч ен и я  струи  (обратн ы х  
токов). С оответствую щ ая о б ъ ем н ая  ско р о сть  о б ­
ратн ы х  то к о в  Vtf пропорциональна полном у о б ъ ­
емному расходу струи Г  (Г  =  2n5r0U) и  локальном у
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углу поворота потока (0  = d r /d x  при х  = или 
х  = L J . Таким образом, имеем

= n 5 r 0U [ l  ~cos(A/>Lu/p t/25)],

Г' = n b r 0U [ l  -co s iA P L ^ / p lP b )].К
•

Полезно отметить, что, с другой стороны, объем­
ная скорость обратных токов равна произведению 
эффективной площади соответствующего источ­
ника на местную скорость струи в направлении 
плоскости. Если последняя известна, то  может 
быть оценена эффективная площадь источника и 
наоборот. Ниже мы рассмотрим обе упомянутые 
схемы течения, при этом будем полагать, что изме­
нение угла поворота струи связано с акустическим 
полем, генерируемым источником объемной ско­
рости, а интенсивность такого источника, в свою 
очередь, определяется распределением акустиче­
ского поля вдоль внутренней поверхности струи, 
т.е. рассматриваемые автоколебания являются 
следствием взаимодействия (взаимной фазировки) 
этих процессов. Вначале рассмотрим условия са­
мовозбуждения кольцевой струи, натекающей на 
кольцевое препятствие.

Пусть среда внутри описанного цилиндричес­
кого объем а имеет плотность и скорость звука р0 
и с0 соответственно. Положим также, что бла­
годаря достаточно высокой, например, сверхзву­
ковой скорости струи, ограничивающей боковую 
поверхность объема, волны, распространяющиеся 
вдоль оси объема под малыми углами к ее границе, 
испытывают полное отражение [13] -  как в цилин­
дрической трубе с жесткими стенками, а колеба-. 
ния границы осесимметричны и малы, так что 
они практически не влияют на условия распрост­
ранения акустических волн во внутренней облас­
ти струи. Торцевая плоскость пусть имеет импе­
данс £ (при площади S 0 = n r q), а за кольцевым пре­
пятствием, вниз по течению струи, предусмотрен 
полубесконечный цилиндрический канал (газо­
ход) радиусом, равным г0, так чтобы отражением 
волн в этой зоне можно было пренебречь. Прене­
брежем также действием акустических волн, рас­
пространяющихся от препятствия снаружи струи. 
Очевидно, что величина объемного расхода, со­
ответствующая отклоненной внутрь объема части 
потока, будет при этом пропорциональна Г и 
местному радиальному отклонению струи у(х, t) 
под воздействием поля давления р  акустических

i t  t  1 к  X
стоячих волн частоты со: р  = [р,е 0 + р 2е  0 ] , г д е  

= со/с0, при этом на единицу длины струи действу­
ет сила 2 п г $ ) .  Согласно работе [5] можно записать

y ( x , t )  =  [е /ш' / 2 п г 05 р и 2] \ F & ( x - ^ ) e - Jk ( , - ^ d ^

о (1)

где к  = со/ U ,  F ( x )  = 2 к г (р ( х )  = 2 п г 0 х
х [ р хе  и + р 2е  0 ] , а амплитуды давлений в пря­
мой и обратной волне р х и р 2 однозначно опреде­
ляются по заданной объемной скорости источни­
ка, находящегося в сечении х  = L, при дополни­
тельных условиях, что в сечении х  = 0  волновод 
нагружен акустическим сопротивлением £/S0> а в 
сечении х  = L  к  нему примкнут полубесконечный 
волновод с сопротивлением p0CoS0. Соответствую­
щие условия на концах волновода запишутся в виде

[(Pj + Р 2) / (Р I ~ Рг)] = Ч / р о ^ о  при ( х  =  0), (2)

(V P o^o) [ р , е ЧкаХ- р 2А х] + U o 6 -  (So/ p oc0) х ^  

х [ p xe~ik[)X +  p 2ejk()X] =  0 при ( х  = L ) .

Если смысл условия (2) очевиден, то  условие (3) 
выражает тот ф акт, что объемная колебательная 
скорость, определяемая системой звуковых волн, 
в двух волноводах -  конечном цилиндрическом и 
полубесконечном (первый и третий член усло­
вия) уравновешивается объемной колебательной 
скоростью источника Уоб, установленного между 
ними. Исключая Р ] и Р 2 из выражения для F ( x )  и 
производя интегрирование в формуле ( 1), нахо­
дим выражение у ( х , t) для радиального отклоне­
ния струи

y ( x , t )  =  ( U J U S 0b ) (4 р 0/р )  M q]en a , ~ k°L~ kx).

{K(k-k0)-4l+j(,k-k0)x-eHk-k°)x] + ^

+  (k + k0)-2[\+Uk + k0)x-eHk+ko)x] } ,

где к  =  [(С -  р0с Д Ж  + Р(йА)1 -  коэффициент от- 
ражения звуковых волн от импедансной плоскости, 
М0 = ( U / c 0) -  внешнее число Маха струи. Послед­
няя подлежащая определению величина в (4) -  ис­
ходная колебательная скорость U o6 может быть 
также выражена через радиальное отклонение 
струи у (х ,  г) при х  = Ь  с использованием уже упоми­
навшихся выше геометрических соображений: 
U o6 = - 2 n a r 0U y ( L ,  t) , где а  -  геометрический ко­
эффициент пропорциональности, сравнимый с 
единицей по порядку величины, зависящий от 
конфигурации кольцевого препятствия и соотно­
шения между средним диаметром струи, ее шири­
ной и диаметром препятствия, знак минус в дан­
ной формуле отраж ает тот очевидный ф акт, что 
при увеличении y(L, г) -  отклонения струи вдоль 
радиуса в направлении от центра цилиндрическо­
го волновода, объемная скорость течения, втека­
ющего в волновод, уменьшается, и наоборот. Мы, 
таким образом, получили возможность оценить 
условия возникновения положительной обратной 
связи в рассматриваемой колебательной системе. 
Величина объемной скорости, развиваемой в 
волноводе под действием системы звуковых волн, 
за счет радиального отклонения струи согласно
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формуле (4) должна превышать величину исход­
ной объемной скорости V o6 и, таким образом, их 
отношение при х  = L  может быть представлено в 
виде комплексной функции

- ( а / r05) ( р 0/ р )M -0'e~i(k° +k)Lx  

х  { к ( к - к 0) ~ 2 [ \  + j ( k - k 0) L - e i l k ~ ko)L] + (5)

+ ( к  +  к 0) ~2 [ 1 + j ( k  + k 0) L  -  еПк+ка) ' ]  } .
Выражение (5) можно рассматривать в качестве 
известного условия Найквиста, полагая, что воз­
буждение автоколебаний с постоянной амплитудой 
возможно, если его вещественная часть превос­
ходит единицу. Частота процесса определится из 
условия обращения в нуль мнимой части выраже­
ния (5). Особенности действия этих закономерно­
стей легче всего продемонстрировать для про­
стейших частных случаев.
1. Пусть скорость струи U  много больше скорости 
звука в резонирующем объеме, так что М 0 >  1 и 
к <  ко, пусть такж е торцевая плоскость полно­
стью отраж ает звук, так  что (£/р(А>$о) ^  1 и к  = 1. 
Тогда выражение (5) для оценки условий само­
возбуждения системы принимает вид

- ( a L 2/ r 06 ) ( p o/ p ) M 0- V 'v x
о (°)

х { [ (* 0L ) / 2 ] - 2sin2 [ (* 0L ) / 2 ] } .

Частоты возможных автоколебаний системы в 
этом случае определятся равенством sin(£()L) = О, 
т.е. сол = {c0 l 2 L ) ( 2 n  + 1), п  = 0, 1, 2 где нечетные 
корни последнего уравнения выбраны так, чтобы 
удовлетворить второму необходимому условию 
cos(^oL) = - 1, а достаточное условие, например, 
для п = 0 , при этом принимает вид:

( L / r 0 )  >  ( л / 2) ( р / р 0 ) l/2( a ) ” I/2( M , 0 5 / г 0 ) 1/2.

2. Пусть импедансная плоскость оборудована 
звукопоглотителем, так  что обеспечивается 
равенство нулю коэффициента отражения к  = О 
(£ = Ро^о^о), тогда из формулы (5) необходимое 
(фазовое) условие самовозбуждения системы не­
сколько усложняется и получится в виде

cos ( к  +  kn)L + (к  + k0) L s i n ( k  + k 0) L  < 1. (7)
При этом частоты автоколебаний системы опре­
делятся как корни уравнения (к  + k ())L  = tg( к  + k0) L y 
т.е. (к  + k 0) L  = (2т  + 1)тг/2, причем корни сущест­
вуют только при т  > 1, тогда как условие (7) мо­
жет бы ть удовлетворено только при нечетных т  
( т  = 1, 3, ...), при этом достаточное амплитудное 
условие принимает вид, несколько отличный от 
полученного в п. 1:

( L / r 0)  >  (гс/2)(р/р0)1/2(а )_|/2(М08 / г0У а  х  

х  ( 2 т  + 1),/2[1 + 2 / к ( 2 т  + 1)Г |/2.
Причем уже при т  = 1, 2 / к ( 2 т  + 1) приближенно 
равно 0 .2 , так  что последний множитель условия

самовозбуждения можно полагать приближенно 
равным 1 при т > Ъ .  Сравнение с условиями п. 1 
показывает, что для возбуждения самой низкой 
моды автоколебаний в п. 2 требуется несколько 
большее отношение (L//*0). Зато  для более высо­
ких частот условие самовозбуждения системы 
даже несколько облегчается.
3. Пусть скорость струи близка к скорости звука 
внутри резонансного объема, тогда, полагая к  = к^ 
и раскрывая неопределенность при переходе к 
пределу в выражении (5), получим условие Н айк­
виста в виде

- ( c t / r 0S) ( р0/ р )  М~о' L 2 { (к / 2 ) e~2' k°L +
(8)

+ [ (1 + 2 j k QL )  /  (k 0L ) 2] e~ljk°L -  (k 0L ) ' 2 } ,

которое, например, для к  = 1, как и ранее, превра­
щается в уравнение для частот tg(2k{)L )  = (2k^L)/[ 1 + 
+ (2&oL)2/8] и условие самовозбуждения. Значения 
корней последнего уравнения, удовлетворяющие 
условию (8), должны такж е удовлетворять нера­
венствам: к  < ( 2 k i}L )  < Зл/2; Зл < (2k^L )  < 7я/2 ; 
5л < (2koL) < 11 л /2  и так  далее. Первый из таких 
корней приближенно равен (2kJL)  = 0  и условие, с 
учетом М 0 = 1, приближенно имеет вид: (L /r0) > 
> (p/p0) ,/2(a)_,/2(8 / r 0) ,/2. Заметим, что данный слу­
чай рассмотрен здесь в некотором отношении 
формально, так как при U  = с 0 внутренняя 
граница струи уже вряд ли может считаться в та­
кой же мере акустически жесткой, как это было 
возможно в двух предыдущих случаях, при М 0 >  1.

Выше мы предполагали, что поперечные ко­
лебания кольцевой струи не могут существенно 
повлиять на распространение звуковых волн вну­
три цилиндрического объема и уж, по крайней 
мере, исключено обратное влияние звуковых 
волн на колебания струи. Это было в достаточной 
мере справедливо при М 0 >  1, однако для более 
полной оценки условий возникновения и параме­
тров автоколебаний в замкнутой форме при ко­
нечных скоростях струи мы сделаем попытку 
учесть влияние связи этих двух видов колебаний.

Рассмотрим цилиндрический слой газа высо­
той d x y расположенный в сечении х  волновода 
радиусом г0, рассмотренного выше. Если обозна­
чить возмущение давления и плотности среды 
под воздействием акустических автоколебаний в
слое через р  и р' (р ' = р /с ^ ) , а линейную ско­
рость частиц среды v  ( U o6 = v n г] ) ,  то  уравнение
неразрывности (сплошности) среды и уравнение 
Эйлера в пренебрежении сносом звуковых волн в 
слое за счет средней скорости газа в волноводе 
запишутся в виде ( f =  у ( х , t ) / 2 г0, у  > 0 если оно на­
правлено наружу -  по радиусу объема)

- d p ' / d t  = 4 р 0Э//Эг + ( р / т с ^  ) d U oQ/ d t  =  0, (9)

р o d v / d t  = - д р / д х . ( 10)
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Комбинируя эти уравнения и используя, как 
обычно, связь р' и р  в адиабатической звуковой 
волне, получим для определения акустического 
давления уравнение

d 2p / d t 2 -  c f f i / d x 2 + 4 р 0с0Э2/ /Э г 2 =  0. (11)

Уравнение движения струи, как и ранее [5], возьмем 
с учетом инерционности частиц струи, движущих­
ся со скоростью U , в форме

Э 2f l d t 2 + l U d i l d t d x  + W f l d x 2 =  p /2p8r0. (12)

Переходя к гармонической (&ш ) зависимости ис­
комых величин /  и р  от времени преобразуем 
уравнения ( 11) и ( 12) к виду

~ [ k l  +  d 2/ d x 2] p ( x )  - 4 р 0со2f { x )  = 0 , (13)

[Э2/Эх2 +  2 j k d / d x  -  k 2] f (x )  =  р ( х )  / 2р6г0(Я. (14)
Исключая f i x )  из уравнений (13), (14) и переходя к 
безразмерной продольной координате ^ (£ = к&с), 
получим итоговое уравнение четвертого порядка 
для определения р(^)

{ [Э2/Э £ 2 +  (4 j / M 0)  Э /Э ^ -  Mo2] X

х  (Э2/Э £ 2 +  1) +  рМ§ } р  (^) =  0 ,

где обозначено р = (р 0/ р )  (А,2/2 я ;25г0) , Xq = 
= 2тсс0/со -  длина звуковой волны в резонансном 
объеме. Если искать р(^) в виде р(£) = С е &  (к  = 
= к 0М ~0]), то  получим характеристическое уравне­
ние для определения параметров возможных ко­
лебаний системы

Ф(у) = ( y  +  M-0' ) 2 ( l  - f )  - P M o 2 =  0 . (16)

Из (16) легко усмотреть связь рассматриваемой 
задачи с предыдущей. Действительно, влияние 
взаимодействия колебаний струи с акустически­
ми волнами в волноводе, по существу, определя­
ется величиной числа Маха М0 или последним 
членом уравнения (16). При М 0 >  1, с точностью
до членов линейных по Mq1 , уравнение (16) упро­
щается и имеет два кратных корня у, 2 = - M q] , 
соответствующие части решения уравнения (15) 
вида С j + Cpce~jkx для свободной, невзаимодейству­
ющей с волноводом струи (заметим, что ее коле­
бания вниз по течению нарастают линейно) и 
корни Уз 4 = ± 1, соответствующие волновым чис­
лам прямой и отраженной акустических волн в 
волноводе с жесткими стенками и решениями
вида С3 4£~7*°х, где С, -  С4 -  произвольные постоян­
ные, определяемые из граничных условий. При 
учете взаимодействия кратный корень у1>2 рас­
щепляется и решения (15) приобретают более
общий вид р { х )  =  ;0 и, соответственно

у ( х )  = (/ = 1, 2, 3 ,4). Для анализа пове­

дения корней у, рассмотрим подробнее поведение 
многочлена (16) Ф(у) при (3 = 0.

Если М 0 >  1, то кратный корень многочлена у1>2 
лежит в промежутке между корнями у3 4 и соот­
ветствует минимуму Ф(у), причем общий харак­
тер его зависимости от у представляет собой в 
этом случае кривую с двумя максимумами и одним
минимумом. Поскольку ymin -  - M q] и  Ф(Упйп) -  0,
то  легко также найти значения двух других экс­
тремумов

1/2
Ушах = -  (4М0) - ' ±  [ ( 4 М 0) - 2+ (1 /2) ]  , (17)

ф (Ушах) = ( 1/4) + (5 /8 М 2) -  (32М д)-1 ±  

±  [ ( 8М2) - ‘ + 1]Мо1 [ ( 4 М 0) - 2 + ( 1 / 2 ) ] 1

Т ак что при м 0 §> 1, Ymax = ±(1/2)|/2, а Ф(ут „ )  = 1/4. 
При М0 = 1 появляется трехкратный корень у = - 1 ,  
причем в этой точке многочлен имеет точку пере­
гиба Ф ( -1) = 0, а максимум только один ( у ^  = 1/2) 
и в этой точке Ф(утах) = 27/16. С другой стороны, при
М 0 < 1 кратный корень -M q1 соответствует макси­
муму Фтах = 0, затем значения многочлена еще 
уменьшаются по мере уменьшения у, а при увеличе­
нии у достигают минимума в отрицательной облас­
ти (Фтш < 0 ) при значении - M q1 < ymin < - 1 , а значе­
ние у, при котором достигается второй максимум, 
приближается при этом к у ^  = 0. Ч то касается зна­
чений многочлена в этих точках, то, например, при 
М о  = 1/4, = [9 + 6(3)|/2]/4, а  Фт1п = [9 -  6(3),'2]/4.

Возвращаясь теперь к решению уравнения 
(16) в общем случае, при р > 0 , заметим что харак­
тер поведения корней можно легко представить, 
мысленно смещая проанализированные выше 
кривые Ф(у) при М 0 >  1 вниз по оси ординат на ве­
личину (3Mq2. Так, в случае М0 >  1 очевидно полу­
чим, что (16) имеет 4 вещественных корня, пока 
рЛ/ " 2 меньше наименьшего из максимальных зна­
чений многочлена (17) Фтах, . В области Фтах1 <
< рА/о2 < Фтах2 два корня вещественные, два ком­
плексные (сопряженные), и, наконец, при рM q2 > 

> ФтаХ2 все корни комплексные (попарно сопря­
женные). Очевидно, что при М 0 >  1 возможность 
появления комплексных корней, т.е. неустой­
чивых решений, прямо связана с увеличением р, 
т.е. с понижением частоты автоколебаний. 
Так, например, для практически актуального 
случая горячей струи со скоростью истечения 
около 2000  м/сек, при скорости звука в волноводе 
500 м/сек (М0 = 4) для раскачки автоколебаний
необходимо, чтобы было рМо2 > 0.38 или р > 6 
или, соответственно, частота автоколебаний со* <
< 725(р0/р ) ,/2(2лг08)~,/2. Тогда, принимая (р0/р) = 2,
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6 = 0.5 м и г0 = 10 м, получим со* < 180 Гц или/*  = 
= со*/2к  < 30 Гц, что оказалось близким к наблю­
давшейся практически (20 - 25 Гц) частоте автоко­
лебаний кольцевой системы отдельных струй [24].

В случае дозвукового течения струи М0 < 1 
первые два комплексных корня появляются уже 
при сколь угодно малых значениях (}, отличных 
от нуля, а остальные два переходят в комплекс­
ные лишь при pAfjj2 > Фтах, т.е. качественно при 
соотношениях параметров, аналогичных случаю 
М 0 > 1, рассмотренному выше, с ограничением 
сверху на частоту прогнозируемых автоколебаний.

При рассмотрении общего случая, когда крат­
ные корни отсутствуют, очевидно, что для нахож­
дения формы колебаний струи у ( х )  и распределе­
ния звукового давления р ( х )  необходимо опреде­
лить восемь постоянных неизвестных С п и А п. Для 
этого необходимо иметь восемь уравнений -  че­
тыре из них получаются подстановкой рядов-ре­
шений уравнения (15) в одно из уравнений (13) 
или (14), линейно связывающих С п с А п, осталь­
ные четы ре линейных соотношения найдутся из 
граничных условий для акустического давления (2) 
и объемной скорости (3) на концах волновода, а 
такж е условий равенства нулю у(л) и у ' ( х )  на срезе 
кольцевой щели. В качестве дополнительного ус­
ловия, позволяющего получить замкнутые форму­
лы для расчета частот и амплитуд автоколебаний, 
необходимо такж е задать соотношение, связыва­
ющее расстояние до препятствия (L), полный 
объемный расход струи и амплитуду источника 
объемной скорости, т.е. коэффициент a  (L) 
при рассматриваемом наборе неустойчивых и ус­
тойчивых решений. Для этой цели может быть 
введено эвристическое условие, например, состо­
ящее в том, что фаза объемной скорости источни­
ка у препятствия ( х  = L ) совпадает с фазой волны, 
бегущей вниз по струе. В то  же время, поскольку 
возбуждение колебаний струи связано с наличием 
обратной волны, распространяющейся вверх по 
волноводу с другой, собственной скоростью, то 
именно соотношение ф аз прямой и обратной вол­
ны при х  = L  и является определяющим для воз­
можности реализации автоколебаний. С другой 
стороны, у препятствия превалирует по амплиту­
де экспоненциально нарастающее решение для 
колебаний струи, поэтому представляется разум­
ной гипотеза о том, что при попадании препятствия 
в пучность радиального смещения струи f ( x )  -  объ­
емная скорость источника в волноводе будет мак­
симальной. Отсюда дополнительное условие 
принимает вид Ъ п К  = (2п  + 1)А", где т и п  целые 
числа, а X  и л ” -  длины волн колебаний, распрост­
раняющихся вверх по волноводу (в частном слу­
чае, рассматриваемом ниже, А' -  определяется ус­
тойчивым решением, соответствующим кратному 
действительному корню у2 = 1/2 ) и вниз по струе 
(в рассматриваемом случае А" определяется неус­

тойчивым решением, соответствующим действи­
тельной части корня Rey3 = -3 /2 ). Таким образом, 
решение поставленной задачи по существу закон­
чено. Анализ решений соответствующей системы 
линейных уравнений позволяет найти и исследо­
вать структуру общего аналитического решения 
поставленной задачи, которое не приводится 
здесь ввиду громоздкости. Представляют интерес 
два частных случая общего решения.

Дело в том, что при натекании высокоскорост­
ной сверхзвуковой струи на препятствие, как пра­
вило, образуется прямой скачок уплотнения и те­
чение в непосредственной близости от препятст­
вия легко переходит из сверхзвукового в 
дозвуковое. При рассмотрении же чисто дозвуко­
вого случая, как мы видели выше, характер реш е­
ния изменяется -  в решении характеристического 
уравнения (16) реализуются два комплексных кор­
ня и еще два, так  же как и при А/ 0 > 1, могут перей­
ти в комплексные только при существенном по­
нижении частоты процесса (Ш ^2 > Фтах. В рамках 
рассмотренного выше численного примера для 
нас будет представлять интерес сравнение реш е­
ний, полученных для критического чисто дозву­
кового случая, где два корня действительные и 
вырожденные у, 2 = 1/2 и два комплексные у3 4 =
= -(3 /2) ±  j ( 2 ) lfl/ 2  (р = 27/16, М 0 = 1) и случая чисто 
сверхзвукового течения (М0 = 4), когда короткий 
участок дозвукового течения в непосредственной 
близости от препятствия йе принимается во внима­
ние. При этом для оценок используются те же па­
раметры реального течения горячей сверхзвуко­
вой струи и резонансного объема ( U  = 2000  м/сек, 
с0 = 500 м/сек, р()с0 = 350 кг/м2сек, внешнее число 
Маха струи М () равно 4 до скачка и 1 после скачка, 
£ /p0c(>S0 1), что и ранее. Выше мы видели, что
условия самовозбуждения соответствующих объ­
емов по частоте оказываю тся близкими: /*  = 
= со*/27Г < 30 Гц. Использование общ его решения 
с учетом дополнительного условия самовозбуж­
дения системы, обсуждавшегося выш е, позволяет 
сравнить диапазон высот волновода, при которых 
реализуются автоколебания, однако и эти оценки 
также, к сожалению, оказываю тся близкими:

2к <  /с* L  < 2.33л. Последним параметром для 
сравнения оказывается достигаемая амплитуда 
автоколебательного процесса в объеме волновода 
или, например, на плоскости при х  = 0 , которая мог­
ла быть также сравнена с непосредственно изме­
ренной в соответствующем эксперименте. В ре­
зультате вычислений для чисто дозвукового тече­
ния р ( 0) = 0.062p0cot/6 /r0 (=163 дБ), в то время как 
для сверхзвукового течения р (0) = 0.964роСо£/8/г0 
(~  187 дБ), то есть практически на порядок (в 16 раз) 
больше. Это связано с тем, что для раскачки сверх­
звуковой струи, обеспечивающей эквивалентную 
объемную скорость при взаимодействии струи с
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препятствием, требуется значительно большее 
акустическое давление на ее поверхность, чем 
для дозвуковой и, во-вторых, для дозвуковой 
струи ожидаемый характер нарастания колеба­
ний вниз по течению -  экспоненциальный, в то 
время как для сверхзвуковой -  линейный; струя в 
данном случае “слабо неустойчива”. Эксперимен­
ты даю т промежуточное значение амплитуды 
звукового давления на плоскости, более близкое 
к результату расчета в случае чисто дозвукового 
сечения (=167 - 170 дБ). В действительности, как 
мы уже отмечали выше, переход течения к дозву­
ковому происходит не у корня струи, как предпо­
лагалось при оценке автоколебаний для чисто до­
звукового течения, а вблизи преграды. Возмож­
ный учет этого обстоятельства, хотя и весьма 
усложнит расчеты, все же позволяет ожидать бла­
гоприятной корректировки результата, а также 
объясняет небольшое расхождение результатов 
рассмотренных выше расчетов с экспериментом.

Последняя часть задачи касается автоколеба­
ний свободной струи, не взаимодействующей с 
препятствием. В этом случае, согласно результа­
там рассмотрения стационарной газодинамичес­
кой картины течения, аппроксимируем полость 
внутри кольцевой струи конусом. Уравнение для 
акустического потенциала ф в коническом волно­
воде с сечением S ( x )  и углом полураскрыва 0 при­
нимает вид

Cq2 (Э2ф/ЭГ) = Э2ф/Эх2 + 2 х ~ 1 ( д ф / д х ) ,
(18)

s(jc) =  j c ( j c - i ) 2tg 2e .

Решение этого уравнения, удовлетворяющее уже 
упоминавшимся выше условиям акустической 
жесткости плоскости и стенок сверхзвуковой 
струи [8 ], может бы ть записано в виде

ф(дг, t )  = А( V )-1 c o s ~ \ k o L ) c o s k 0( x  -  Ь)е~*°* (19)
при этом в квазистатическом приближении 
(V o  ^  1), соответствующее акустическое давле­
ние (р  = -усор0(Эф/Э/)), как мы видели выше, приво­
дит к дополнительному, по отношению к статиче­
скому, повороту струи в вершине конуса на угол

Д0, = A j ( o ( p Q/ p 6 U 2) cos~ \ k 0L)  х

\  (20) 
х  ( к 0х )  cos k 0( x - L ) d x .

о
Вторым фактором, обеспечивающим дополни­

тельный поворот струи в вершине конуса, является 
“скачкообразное” изменение направления сверх­
звуковой струи 02 = -(А/ 2 -  \ ) xn* f x М~гр ( х  = OJPjJ1,
где М  и у внутренние число Маха и показатель ади­
абаты струи, Р0 -  статическое давление внутри 
волновода, при изменении давления вблизи среза 
сопла, связанное с внезапным изменением нерас- 
четности и перестройкой внутренней системы удар­

ны х волн [19]. П ри  распространении вниз по  струе, 
до верш ины  конуса в сечении х  =  L, э то т  дополни­
тельн ы й  поворот струи усиливается за  счет  низко­
частотной неустойчивости границы  [16, 20 - 23] и, 
так и м  о б р азо м , в ц ел о м  за  сч ет  у к азан н о го  специ­
ф и ч еск о го  для сверхзвуковы х  струй  ф а к т о р а  
обесп ечи вается  д о п о л н и тел ьн ы й  п о в о р о т  струи  в 
верш и н е конуса

д е 2 =  - ( м 2 - 1 )  т к-'м -2Р(0)р-' х
, (21)

х  [ch |l +  / ( р / р 0) 1/2sh(i] ei<oLU~ >

где р  =  (co /t/)(p0/ p ) 1/2L. У ч и ты вая , ч то  сум м арны й 
п о в о р о т  А0 =  A0j + Д02, а  т а к ж е  о ч еви д н о е  со о т­
нош ение для ам п ли туды  о б ъ ем н о го  расхода 
струи в н ап равлен и и  п ло ско сти  Г ’ =  r (A 0 /2 )s in 0 , 
к о то р о е  в свою  о ч ер ед ь  д о л ж н о  со вп ад ать  с п р е ­
делом  вы р аж ен и я  Г  = р0v(x)5(x) при л стр ем ящ ем ­
ся к L. В дальн ей ш ем , используя соображ ен и я, 
ан ал о ги ч н ы е  и зл о ж ен н ы м  д л я  ц и ли ндри ческого  
волн овода, находим  дисперсионное соотн ош ен и е 
для р асч ета  во зм о ж н ы х  ч а с т о т  и ам плитуд ав то ­
колебан и й . Н е о стан авли ваясь  на п одробностях  
р асч ета , отм ети м , что , п о ск о л ьк у  в  н улевом  п ри ­
бли ж ен и и  необходим о, ч то б ы  cos( V )  =  0> то , к а к  
л е г к о  п о к азать , н и зш ей  во зм о ж н о й  частотой  
авто к о л еб ан и й  будет ч асто та , о п р ед ел яем ая  из 
услови я ( V )  =  Зтс/2, а  н е  ( V )  =  я / 2, т а к  к а к  т о л ь ­
ко  в  э т о м  случае  сум м арн ы й  п о в о р о т  струи  в в е р ­
ш ине конуса о б есп еч и вает  р аск ач к у  колебани й , 
т .е . авто к о л еб ан и я  д о л ж н ы  н аблю даться  при 
вы со те  конуса L* =  зХ */4 , где X* =  2л:с0/со*, что  
т а к ж е  б л и зк о  к р е зу л ь татам  н ату р н ы х  и м о д ел ь­
ны х эксп ери м ен тов .

А в т о р ы  в ы р а ж а ю т  п р и зн ател ьн о сть  лично 
Д ж . С оросу , п о ско льку  п о д го то вк а  дан н ой  статьи  
к печати  п роходила п ри  части чн ой  п оддерж ке 
П рограм м ы  долговрем енны х грантов М еж дуна­
родного научного ф онд (ф онда С ороса) в соответ­
ствии с грантам и M NA.000 и M NA.300, а такж е  Р ос­
сийскому ф онду ф ундам ентальны х исследований, 
поддерж авш ему работу  в 1995 году (грант 95-02- 
03627-а), при о к о н ч ател ьн о й  д о р а б о т к е  текста .
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Self-Sustained Oscillations of a Circular Gas Jet
A. V. Rimskii-Korsakov and A. G. Semenov

Self-sustained oscillations of a jet flowing out of an annular orifice in an impedance plane into an unconfined 
space and impinging on another plane or an obstacle of, for example annular shape, are analyzed. This arrange­
ment forms a source of volumetric flow rate in the deflection region of the jet, which may result in excitation 
of axial acoustic waves. By using the Nyquist stability criterion, conditions favoring the onset of self-sustained 
oscillations are found, and their dependence on the parameters of the problem is determined.
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