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Рассматривается задача об излучении звука системой тонких осесимметричных вихревых колец в 
идеальной безграничной жидкости. Показано, что вихри генерируют максимальное звуковое поле 
в момент проскакивания одного из колец сквозь другое, когда взаимное влияние колец максималь­
но. Получена оценка звукового давления в дальнем поле для этого момента. Эффективность излу­
чения системой колец в безграничной среде пропорциональна А/5, однако коэффициент при М5 оп­
ределяется типом взаимодействия вихрей и лежит в широких пределах (0.2 - 1000). Показано, что 
основные закономерности, характерные для взаимодействия двух коаксиальных вихрей, проявля­
ются и в случае взаимодействия системы, состоящей из большего числа колец.

Задача об излучении звука крупномасштабны­
ми вихревыми структурами принадлежит к числу 
наиболее интересных проблем гидроакустики. Из­
вестно, что нестационарное движение вихревых 
структур генерирует акустические волны [1,2]. Их 
движение в реальных жидкостях представляет со­
бой суперпозицию сложных вращательных и по­
ступательных движений, характеризующихся 
чрезвычайно нерегулярным изменением поля 
скорости. Это приводит к  неоднородностям в по­
ле плотности, что, в конечном итоге, является 
причиной возникновения звука гидродинамичес­
кой природы [2]. Несмотря на ясность физичес­
ких явлений, происходящих в таких течениях, ма­
тематическое описание шумового поля, излучае­
мого реальными нестационарными вихревыми 
течениями, представляет сложную научную зада­
чу и строгое решение ее в общем случае в насто­
ящее время отсутствует.

В последнее время гипотеза о существовании 
когерентных структур в турбулентном потоке [3] 
вызвала дополнительный интерес исследовате­
лей к динамике областей завихренности. Она 
трактует турбулентность как эволюцию упорядо­
ченных вихрей, взаимодействие которых опреде­
ляет динамические характеристики течений и ге­
нерируемые ими аэро- и гидродинамические шу­
мы [4]. Процессы генерации акустических шумов 
вихревыми течениями играют важную роль в раз­
личных практических приложениях, во многом 
эти эффекты определяют гидроакустическую 
обстановку в океане.

Основополагающей работой, посвященной 
проблеме излучения звука нестационарными те­
чениями, явилось исследование Лайтхилла [5]. 
В нем была сформулирована аналогия между за­
дачей о генерации широкополосного шума при 
истечении струй и классической акустической за­

дачей об излучении звука. Согласно этому подхо­
ду турбулентный поток действует как априорно 
заданное распределение источников определен­
ной структуры. Для течений с числом Маха М <  1 
роль источников играет тензор квадрупольных 
напряжений Лайтхилла в терминах скорости, 
плотности и вязких напряжений.

Для излучения звука вихрями справедлив прин­
цип суперпозиции. Теоретическое подтвержде­
ние этому для течения с М < \ получили в своих 
исследованиях Меринг [6] и Кэмб [7], преобра­
зовав выражение для источников звука с учетом 
нелинейных соотношений динамики вихрей. В ре­
зультате дальнее звуковое поле, генерируемое 
вихревыми течениями с небольшой пространст­
венной протяженностью, оказалось линейным 
относительно поля скорости и, как было отмече­
но в [1], это обстоятельство привело к преимуще­
ственному использованию этого подхода при ре­
шении модельных задач.

Взаимодействие вихревых структур -  нелиней­
ное явление. Нелинейность в различных реализа­
циях может проявляться по-разному и в неко­
торых случаях может приводить динамическую 
систему к сложному, нерегулярному движению [8]. 
Очевидно, что акустическое поле должно интег­
рально отражать особенности гидродинамики сис­
темы вихрей. Поэтому основной целью настоящих 
исследований является детальное изучение основ­
ных характеристик звуковых полей, генерируе­
мых достаточно простыми локализованными вих­
ревыми структурами для случая взаимодействия 
системы тонких осесимметричных вихревых ко­
лец в идеальной безграничной жидкости.

Пусть в идеальной безграничной жидкости, 
покоящейся на бесконечности и характеризую­
щейся плотностью р0 и скоростью звука с, имеет­
ся система N тонких коаксиальных вихревых
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колец (рис. 1), движущихся вдоль общей оси сим­
метрии Oz цилиндрической системы координат 
(г, ф, z)- Течение жидкости внутри колец вихревое: 
rot U = w (здесь U -  поле скорости), а вне их -  потен­
циальное: rotU = 0. Каждое вихревое кольцо с ин­
тенсивностью Xi = const определяется осевым по­
ложением Z,(r), радиусом /?,(/) и радиусом кругово­
го поперечного сечения afj) < RfJ) (/ = 1, N).
Ставится задача определения дальнего звукового 
поля и его характеристик при нестационарном 
взаимодействии системы вихревых колец.

В настоящее время существует ряд теорий 
[1, 9, 6, 7], предлагающих подходы к количествен­
ному описанию процессов шумообразования при 
нестационарном взаимодействии локализованных 
вихревых структур. В конечном итоге все под­
ходы сводятся к волновому уравнению с внешним 
источником, определяющимся полем завихренно­
сти. При этом движение завихренности описыва­
ется векторным уравнением Гельмгольца [10].

Один из подходов к решению задачи [6, 7] ос­
нован на методе сращиваемых асимптотических 
разложений. В приближении М <  1 (длина волны 
в этом случае намного больше области завихрен­
ности), получено следующее соотношение для 
звукового давления в дальнем поле:

р(х, о  =

где

~  J  У,(У х w(t))jdy.

здесь х -  радиус-вектор точки наблюдения, у -  
радиус-вектор точки в области завихренности Vw, 
а п -  единичный вектор в направлении х. Для 
случая осесимметричных вихревых колец соот­
ношения (1) значительно упрощаются

p(x,t) = J ^ ( c o s 2e - 1 ) ^ 2 0 - ^ ) ,  (2)
4с |х| 3 dt- с

где
N

(2(0 =
(= 1

здесь 0 -  угол между осью симметрии и вектором х.
Процесс движения тонких коаксиальных вих­

ревых колец в идеальной жидкости описывается 
моделью Дайсона (1893) и сводится к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
первого порядка [11]
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aJRf = const, i = 1, ... А,
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4  =
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4 RtR,
(Z i~ Z j)2+ (R: + Rj)2

с начальными условиями: R,(0) = R®, Z,(0) = Z°,
a,{0) = n° R®; n j  <  1. Здесь К ( k )  и E(£) -  полные эл- 
липтические интегралы первого и второго рода 
соответственно. Система (3) обладает двумя неза­
висимыми инвариантами

N

р = Х х ,я ,2 = const- (4)
is 1

N

* = s
2 8 R: 7

i = 1
+ U = const, (5)

выражающими закон сохранения импульса вдоль 
оси движения колец и закон сохранения энергии 
колец. Слагаемое под знаком суммы в (5) опреде­
ляет энергию изолированных колец, а функция 
U -  энергию их взаимодействия. Соотношения (4,5) 
использовались для контроля численного реше­
ния задачи Коши.
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Рис. 2. Траектории движения (а), генерируемое звуко­
вое давление (б) и модуль его спектра (в) при перио­
дическом взаимодействии двух одинаковых вихревых

колец: %2 = 1.0, /?2 = 1.0, z5J = 1.0 и п\  = п\  = 0.01.

В дальнейшем все линейные размеры в задаче
п0пронормированы на величину R ,, интенсивности -  

на Х\ у время -  на величину тг(/? )̂2/%1, а круговая час­
тота -  на 2X\/(R°])2- Давление и модуль его спектра 
пронормированы на выражение РоЗС?/(4я3с2|х|(/?°)3).

Для вычисления акустического давления, ге­
нерируемого вихрями, необходимо найти третью 
производную по времени от функции Q в (2). По­
скольку величины скоростей, необходимые для 
определения первой производной Q \ следуют не­
посредственно из уравнений движения (3), то 
вычисления сводятся к вычислению второй про­
изводной от Q'. Звуковое давление, излучаемое 
системой вихрей представляет собой быстроос- 
циллирующую функцию (далее будет показано, 
что это характерно при взаимодействии трех и 
более вихрей), поэтому необходимо проводить 
расчеты с малым шагом по времени Дг, а это при­
водит к потере точности вычислений второй про­
изводной как минимум в (Дг)-2 раз, независимо от 
порядка применяемого алгоритма [12].

Использование уравнений движения вихревых 
колец (3), записанных относительно взаимной

энергии вихрей, и двух инвариантов движения (4,5) 
позволяет организовать надежный алгоритм оп­
ределения звукового давления в дальнем поле, из­
лучаемом кольцами. При этом акустическое 
давление выражается через координаты вихрей 
для текущего момента времени

*/
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( д и
Ж

In
8 R:

+
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dU
Ж
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t

х Д _ d R \ d Z , ; a z , д R:1
Поскольку функция U явно от времени не зави­
сит, то

( d u s N d2u  . d2U . Л
dZ:• Z = x

7=1
KdZ,3Z,Z, + dZ,9 R ,R>)‘

r dU^ '  d2U . d2U .
= I (

7=1 KdRtdZjZj+ dRjdRjRj J

Другие неизвестные слагаемые в (6) определяют­
ся аналогично.

Основные закономерности процесса звукоиз- 
лучения проследим на примере взаимодействия 
системы, состоящей из двух тонких вихревых ко­
лец. Пусть в дальнейшем п, = 0.01. В силу исполь­
зуемой нормировки параметры первого вихрево­
го кольца во всех случаях единичные: R°} = 1.0; 
Х\ = 1.0. Положим = 0.0.

На рис. 2а представлены траектории движения 
хорошо изученного периодического взаимодей­
ствия двух одинаковых вихревых колец (%2 = 1.0,
/?2 = 1.0), отнесенных в начальный момент на еди­
ничное расстояние (Z2 = 1.0). Кружочками на ри­
сунке обозначены положения вихревых колец че­
рез равные интервалы времени Дг = 1.0. Сплош­
ной линией показана траектория первого 
вихревого кольца, а пунктиром -  второго. Оба 
вихря движутся в сторону положительных значе­
ний координат на оси симметрии. При взаимодей­
ствии переднее вихревое кольцо, увеличивая 
свою собственную энергию, расширяется и тор­
мозится, в то время как заднее кольцо, уменьшая 
свою собственную энергию, сужается и разгоня­
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ется, проскакивая через переднее кольцо. Такая 
“чехарда” в рамках модели идеальной жидкости 
продолжается бесконечно долго без учета отвода 
энергии на излучение. В тот момент времени, 
когда кольца находятся в одной плоскости, взаим­
ная энергия колец максимальна, влияние одного 
кольца на другое максимально, что и приводит к 
интенсивному акустическому излучению (рис. 26). 
На практике момент максимального излучения 
звука не совпадает с моментом его регистрации

I х\
из-за запаздывания ( t ------ ) в (1). В дальнейшем

с
при анализе звукового поля моменты времени 
удобно относить к процессу генерации звука вих­
рями, а не его регистрации.

Для периодического взаимодействия двух вих­
ревых колец модуль спектра генерируемого звуко­
вого давления, представленный на рис. 2в, харак­
теризуется набором дискретных компонент, соот­
ветствующих периоду взаимодействия вихрей.

При взаимодействии вихревых колец с интен­
сивностями противоположных знаков возможны 
несколько типов движения. Характерный из них 
представлен на рис. 3 со следующими параметра­
ми второго кольца: Хг = -0-6; /?9 = 0.6 и Z^ = 5.0. 
Видно, что вихри излучают максимальное акус­
тическое давление, как и ранее, в момент проска- 
кйвания одного из них сквозь другое. Однако 
уровни генерируемого поля отличаются на два 
порядка из-за отличий в гидродинамике колец. 
Спектр звукового поля является непрерывной 
функцией, его вид в обоих случаях аналогичен.

Для оценки уровня излучения звука в момент, 
когда осевые координаты колец совпадают, запи­
шем выражение (6) для Zj = Z2. В этом случае в си­
лу равенства нулю радиальных компонент скоро­
стей колец (3) имеем

2
а~  =  - э £

/ = 1
Расписывая множитель (dU/dZ,)' через частные 
производные по координатам, получаем

Э2 U
Р "  = - 6 — ( Z ,- Z 2) (Z ] - Z 2 + 

Э Z

1 1
16/?, 16 R )-(8 )

Если положить в (8), что R = /?j = R2 -  £, где е — 0, 
то можно оценить уровень акустического давле­
ния, излучаемого в момент проскакивания колец

Х2Я (1 -Х 2)2

Таким образом, уровень генерируемого звуко­
вого поля обратно пропорционален четвертой 
степени наименьшего расстояния между торои­
дальными кольцами в момент проскакивания.

R

Рис. 3. Траектории движения (а), генерируемое зву­
ковое давление (б) и модуль его спектра (в) при 
встречном взаимодействии двух вихревых колец:
%2 = -0.6, = 0.6, 7°2 = 5.0 и «, = п°2 = 0.0,1.

Одним из важных параметров, характеризую­
щих степень эффективности излучения акустиче­
ских волн, является отношение излученной зву­
ковой энергии Wa к полной гидродинамической 
энергии Wy которой обладает система. Такое от­
ношение в акустике носит название акустической 
эффективности излучения. Для его определения 
необходимо вычислить интеграл по поверхности 
сферы в дальнем поле

11 I  2 ^ w \  I р!(Г' ,)dS(l)d‘- 110)
о (5)

который можно записать относительно величи­
ны самоиндуцированной скорости первого вихре­
вого кольца в начальный момент времени. Обо­
значая ее отношение к скорости звука числом 
Маха М, получаем

5 1 2 7 1 *

Л =
4 5 ( \п -0 - 1- )

I
dt AT (П )

о
п
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Рис. 4. Траектории движения (а), генерируемое звуковое давление (б) и модуль его спектра (в) при взаимодействии 
трех одинаковых вихревых колец: х, = 1.0, Д? = 1.0, Z? = / -  1 и я? = 0.01, где i= 1,2, 3.

Таким образом, эффективность излучения зву­
ка коаксиальными вихревыми кольцами в безгра­
ничной жидкости пропорциональна М5> что совпа­
дает с полученными ранее оценками [1,5,9]. Одна­
ко коэффициент, стоящий при множителе М5

лежит в широких пределах и определяется харак­
тером взаимодействия вихрей. Например, для 
рассмотренного ранее периодического движения 
вихрей он составляет 0.2 за период, а для встреч­
ного движения -  1000.
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Рис. 5. Траектории движения (а), генерируемое звуковое давление (б) и модуль его спектра (в) при взаимодействии 
трех одинаковых вихревых колец: %, = 1.0, R® = 1.0, Z? = 0.75(i- 1) и п} = 0.01, где i = 1, 2,3.

Можно заключить, что вихри не являются эф ­
фективными источниками шумовых полей в силу 
высокой степени числа Маха. Однако, по мере 
увеличения характерной скорости вихревых 
структур, генерируемое звуковое поле в реаль­
ных гидродинамических течениях может стать 
преобладающим над другими источниками.

Очевидно, что гидродинамические системы, 
состоящие из большего числа коаксиальных вих­
ревых колец (N > 2), имеют более сложное взаи­
модействие во времени, чем пара колец, рассмот­
ренная ранее. Это, в свою очередь, должно отра­
зиться и на генерируемом кольцами акустическом 
поле. Охватить все возможные типы движения
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вихрей, даже для случая трех колец, в рамках дан­
ной работы не представляется возможным. Неко­
торые закономерности, характерные для взаимо­
действия двух вихревых колец, прослеживаются и 
в системах, состоящих из большего числа вихрей.

В качестве примера рассмотрим три тонких 
коаксиальных вихревых кольца с равными на­
чальными радиусами R® = 1.0 и интенсивностями 
X° = 1.0. Начальное осевое положение колец за­
дадим соотношением = (/ — 1 )L, где / = 1, 2, 3, а 
L -  константа.

На рис. 4 представлены траектория взаимо­
действия вихрей при L = 1.0 (а), генерируемое 
дальнее звуковое поле (б) и модуль его спектра (в). 
Траектория первого вихревого кольца показана 
сплошной линией, второго -  точками, а третьего -  
пунктирной линией. Все вихри движутся в сторо­
ну положительных значений координат z. Вре­
менной диапазон реализации составляет t < 50. На 
рисунке видно, что вначале (t < 5) во взаимодейст­
вии типа “чехарда” участвуют все кольца. Затем 
образуется пара колец (вихри 2 и 3), которая уча­
ствует в “чехарде” с первым кольцом. При этом 
одиночное кольцо проскакивает сквозь пару дру­
гих, а затем, меняясь ролями, уже пара колец, 
продолжая участвовать в собственной “чехарде”, 
проскакивает сквозь первое кольцо. После г ~ 15, 
проскочившая сквозь кольцо вихревая пара, об­
ладая большей осевой скоростью за счет мень­
ших собственных радиусов и наведенных друг на 
друга осевых компонент скоростей, отрывается 
от одиночного кольца. После этого расстояние 
между вихревой парой и кольцом неограниченно 
возрастает.

Таким образом, можно выделить три этапа 
эволюции такой системы вихрей. Первый харак­
теризуется неупорядоченным взаимодействием 
трех вихрей друг с другом (0 < t < 5). На втором 
этапе образуется пара вихрей, взаимодействующая 
с одиночным кольцом (5 < г < 15). Третий этап 
(/ > 15) характеризуется отставанием одного из ви­
хрей и устойчивой “чехардой” двух других колец.

Этапы такого сложного взаимодействия вих­
рей хорошо прослеживаются на генерируемом 
ими звуковом поле (рис. 46). Первому этапу соот­
ветствуют непериодические всплески давления. 
Отметим, что максимумы давления наступают в 
тот момент времени, когда какое-либо из колец 
проскакивает сквозь другое. Второй этап эволю­
ции системы вихрей определяется набором макси­
мумов уровней давления, соответствующих пери­
оду взаимодействия образовавшейся локальной 
пары колец. Наконец, третий этап характеризу­
ется эквидистантным набором максимумов генери­
руемого звукового поля, уровни которых намного 
выше, чем в предшествующих этапах, поскольку

текущее расстояние между кольцами минимально 
в процессе взаимодействия пары вихрей.

Спектр давления (рис. 4в), вычисленный на 
этом временном интервале, имеет ярко выражен­
ные дискретные составляющие, соответствую­
щие периоду взаимодействия образовавшейся на 
третьем этапе движения пары коаксиальных ко­
лец. Следует обратить внимание, что наибольшая 
часть энергии звуковых возмущений сосредото­
чена в области низких частот.

Рис. 5 иллюстрирует взаимодействие вих­
ревых колей при L = 0.75 на том же временном ин­
тервале. Аналогичные этапы в эволюции систе­
мы трех вихрей прослеживаются и в этом случае. 
Исключением является то, что с течением време­
ни чередуются первый и второй этапы взаимо­
действия, характерные для предыдущего случая. 
Так при / »  10 и 20 пара колец, состоящая из вих­
рей I и 2, взаимодействует с вихрем 5, а при t ~ 35 
пара, состоящая из вихрей 1 и 5, участвует в “че­
харде” с вихрем 2/Эти моменты времени соответ­
ствуют характерным всплескам генерируемого 
звукового поля (рис. 56). В промежутках между 
“чехардой” пары колец с одиночным вихрем на­
блюдается область перегруппировки колец, в ко­
торой вихри проскакивают нерегулярно один 
сквозь другой до образования очередной новой 
пары. При г = 40 наступает, как и ранее, взаимодей­
ствие устойчивой вихревой пары, вырвавшейся из- 
под влияния отставшего одиночного кольца. Со­
ответствующие изменения в уровне звукового 
давления показаны на рисунке. Модуль спектра 
генерируемого звукового поля, вычисленный на 
рассматриваемом временном интервале, показан 
на рис. 5в. В этом случае пики спектра выражены 
неярко из-за непериодической начальной фазы в 
эволюции системы вихрей.

Эти свойства и зависимости в звуковых полях 
наблюдаются и при взаимодействии систем, состо­
ящих из большего числа коаксиальных вихревых 
колец. На рис. 6 представлен случай взаимодейст­
вия четырех одинаковых колец, разнесенных на 
единичное расстояние друг относительно друга
Xi= 1.0; R? = 1.0 и Z° = ( / -  1), г д е /= 1,...,4. Харак­
терной особенностью в эволюции таких систем 
является то, что с течением времени появляются 
отставшие “одиночные” вихревые кольца вплоть 
до образования устойчивой пары вихревых ко­
лец. Появление таких “лишних” в системе колец, 
определяется в каждый момент времени величи­
ной радиуса последнего кольца. Если радиус его 
мал по сравнению с другими кольцами, то за счет 
самоиндуцированной и наведенной осевых скоро­
стей вихрь догонит впереди идущие кольца и 
вступит с ними во взаимодействие. В противном 
случае, для заднего кольца с большим радиусом 
величина осевой скорости может оказаться недо­
статочной для того, чтобы догнать остальные
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Рис. 6. Траектории движения (а), генерируемое звуковое давление (б) и модуль его спектра (в) при взаимодействии че­
тырех одинаковых вихревых колец: х,= 1.0, = 1.0, Z? = i -  1 и п? =0.01, где / = 1, 2, 3, 4.

вихри. При этом вихрь отстает и “теряет" вли­
яние оставшихся колец, радиус вихря стабили­
зируется, и он движется с постоянной осевой 
скоростью.

Генерируемое звуковое поле имеет более 
сложную зависимость в этих случаях взаимодей­
ствия. Модуль спектра нестационарного звуково­
го давления уже не имеет ярко выраженных
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дискретных составляющих, речь идет скорее о 
полосе генерируемых частот. Большая часть 
энергии шумового поля сосредоточена в низкоча­
стотном диапазоне (5 <w<  50), который соответ­
ствует периодам взаимодействия образующихся 
локальных вихревых пар колец.
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Sound Emission by a System of Vortex Rings
A. A. Gurzhii and V. V. Meleshko

The emission of sound by a system of a thin axisymmetrical vortex rings in ideal infinite fluid is considered. 
Vortices generate the largest sound field at the moment when one ring passes through another, that is, at the 
largest mutual influence of the rings. For this moment, the sound pressure in the far field is estimated. The ra­
diation efficiency of a system of rings in an infinite medium is proportional to M5, however, the coefficient of 
M5 is defined by the type of interaction of vortices and varies in a wide range (0.2 - 1000). The main regularities 
typical of the interaction of two coaxial vortices also manifest themselves in the case of the interaction of a sys­
tem consisting of a large number of rings.
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