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Рассмотрена задача о распространении акустических волн в океане, покрытом льдом, от  движущегося 
в воздухе источника. О кеан представляется стратифицированным жидким слоем, дно и воздух -  одно­
родными полупространствами. Лед, покрываю щ ий ж идкость, моделируется однородным упругим 
слоем. А кустическое поле создается точечны м узкополосным источником, неравномерно движу­
щимся в воздушном полупространстве с дозвуковой скоростью . П олучены  асимптотические ф орм у­
лы  для поля движущегося источника, учитываю щ ие вклад в поле всех его  компонент: нормальных 
волн, донной боковой волны , воздушной волны. А симптотические ф орм улы  строятся по большому 
параметру X, характеризующ ему медленность изменения амплитуды и скорости источника.

Задача о распространении волн в океане от не­
подвижного воздушного источника достаточно ак­
тивно изучалась в последнее время (см. [1] - [3]). 
Менее исследованным является вопрос о распрост­
ранении волн от движущегося воздушного источ­
ника [3] - [6]. Впервые подробный асимптотичес­
кий анализ акустического поля воздушного источ­
ника в гидроакустическом волноводе был проведен 
для неподвижного источника в работах [2] - [3] и в 
работах [3] - [4] для движущегося источника. 
В работах [2] - [4] было подробно проанализиро­
вано влияние дна, стратификации волновода, вза­
имного расположения приемника и источника на 
распространение волн от воздушного источника. 
Недавние работы [5] - [6] посвящены исследова­
нию распространения звука в почти стратифици­
рованном жидком слое с абсолютно жестким 
дном от движущегося воздушного источника. 
В этих работах пространственно-временным луче­
вым методом проанализировано изменение во вре­
мени нормальных волн. В отличии от работ [5] - [6] 
при решении задачи мы используем метод, пред­
ложенный в работе [7], посвященной распростра­
нению звука от источника, движущегося в гидро­
акустическом волноводе. Этот метод позволяет 
по асимптотике функции Грина стационарной 
задачи найти эффективные асимптотические 
формулы для поля движущегося источника, до­
пускающие достаточно простую численную реа­
лизацию. Полученные формулы учитывают 
вклад в акустическое поле всех его компонент: 
нормальных волн, донной боковой волны, воз­
душной волны.

Распространение акустических волн в воздуш­
ном полупространстве, жидком слое и жидком 
дне описывается стандартными волновыми урав­

нениями. Распространение волн в упругом слое 
описывается динамической системой уравнений 
Ламе (см. [8]). Мы ищем акустическое поле, со­
здаваемое движущимся источником в жидкости, 
как ограниченное решение указанной системы 
уравнений на временном промежутке (—°°, °°). 
Единственность решения задачи обеспечивается 
выбором функции Грина стационарной задачи, 
удовлетворяющей принципу предельного погло­
щения на частотах со > 0.

§1. Приведем результаты асимптотического 
анализа поля точечного монохроматического не­
подвижного источника (функции Грина стацио­
нарной задачи на фиксированной частоте со) на 
больших по сравнению с длиной волны расстоя­
ниях от источника, проведенного, следуя методи­
ке монографии [9].

Горизонтальные переменные обозначены че­
рез х = (х], Хг) (х е  К2), вертикальная ось z e  R  на­
правлена в жидкость. Начало координат находится 
на границе раздела воздуха и льда. Пусть источ­
ник частоты со расположен в точке (0, z0X z0 < 0. 
Будем использовать обозначения: Л, С, , С„ pL-  тол­
щина, продольная и поперечная скорости звука, 
плотность упругого слоя, соответственно; Н — h -  
толщина, C(z) -  скорость звука, р -  плотность жид­
кого слоя; С, -  скорость звука, р, -  плотность жид­
кого дна; Су -  скорость звука, pv -  плотность воз­
душного полупространства; причем Cv < C(z) < С,, 
Pv/<p<p, .

Заменяя влиянйе воздушного полупростран­
ства и льда импедансными граничными условиями 
(см. [9]), получаем интегральное представление 
для комплексной амплитуды потенциала смеще­
ния G(со, г, z, Zo) в водном слое (здесь г = {х* + х \)т). 
Единственность решения этой задачи обеспечива-
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192 ГРУДСКИЙ и др.

ется выбором функции G (со, г, z, z0)> удовлетворяю­
щей принципу предельного поглощения при со > 0.

G(co, г, z, z0) =
со

ik
4 тс \H < l)(ksr)

y(s, z)f4(s, 8) _Mz vW (1)

—CO

где
„ 3y(s, /г) p, i£

D(S, e, 5) = 8) + - r r / 2(j, 8))
Эг p к v(s)-

l£.
-  }’(s, h) (f2(s, 8) -  ^ / 3(5, 8)),

/,(s, 8) = 8s 1 2 *b (s ) (1 -  cosГ)(5)8cosji(.y)8) +
s i n | i ( s ) 8  s i n r i ( s ) 8

p(-s) Л(«)
+ (b~{s) + I6^4|x2(j)Ti2(i))

„ . , sinri(s)8
f 2(s, 8) = n* (b —;:7^— cos p.(s) 8 +.

n(*)

1Ф)
c o s t i ( s ) 8  ) ,

/,(.v, 8) =  n ,V (j)
sinj.i(s)8 sinri(5)8 

T](s)
, ,  4 , , s i n T K )̂8 2 s i n p ( i )8
h(s, 8) = n, (b , . -  +4s Ц2 ) ,T](s) \l(s)

b(s) = (2s2- n 2) 2, k = ( o /c 0, C0 = min C(z), 
£ = p v/ p ,  6 = kh, m = p /p p

= 0 /  я, = СЬ/ = C0/ C v,

n, = C0/C „  n(z) = C0/C(z), P(s) = (и £ -$ 2) 1/2> 

m  = { n , - s 2) m , v (s )= { n 2 - s 2) m , 

y(s) = (n \ - s 2) m .
Ветви корней |I(j ), rjĈ ), v(s) и "/(.у) зафиксированы 
таким образом, что мнимая часть корня положи­
тельна, если s e  К и  лежит правее точки ветвления. 
Функция уС$\ z) удовлетворяет уравнению:

Э2у
- 4  + k \ n \ z )  -  s2)y = О, z 6 (h, H) (2)
3z2

- Эy(s, H)
и условию — г---------ikmy(s)y(s, Н) = 0.

oz
Пусть y {(sy z), y2(Sj z) -  решения уравнения G 

удовлетворяющие условиям:
Эу , (s, Н)

y\{s,H) = 0, - Щ ---- - = к ,  y2(s,H )=  1,
. 3z

Эу2(5, Я) 
Эг

=  0 .

Тогда у(5, z) = й п уф у^ , г) + у2(.у, г) и
£>(*> е, 8) = i m ^ D ^ s ,  е, 8) + D2(s, г, 8),

где формулы для D {(s, £, 5) и D2(s, £, 5) получаются 
из формулы для D(s, 8, 5), если заменить у(.у, г) и 
ее производные на y,(s, z) и z) и их производ­
ные, соответственно.

Обозначим R = (z(j + г2)172 и проведем асимпто­
тический анализ интеграла (1) методом перевала 
при значениях kR >  1. При этом, учитывая асимпто­
тику функции Ханкеля, получаем, что фаза подин­
тегрального выражения определяется формулой 
S(s) = 5-sinp + v(y)oos(3, где sin 3 = r/R , cosp = -zJR . 
Основной вклад в асимптотику (1) вносит единст­
венная точка перевала s0 = /tvsin [3. Продеформи- 
руем контур интегрирования -  вещественную 
ось -  в перевальный контур Г0 (см. рисунок), задан­
ный в параметрической форме: Г0 = { г е  С : z = 
= .у(^), R), где s(Q -  неявная функция определя­
емая уравнением s(£)sin3 + v(.y(J;))cos р = nv + /£2.
. В случае, если s0 > п ]у то при деформации кон­

тура интегрирования в перевальный контур Г0 бу­
дет задета точка ветвления подинтегральной 
функции s = я ,. В этом случае дополнительный 
вклад в асимптотику поля вносит интеграл по 
обоим берегам разреза Г ,, выходящего из точки 
ветвления п1 и определяемого следующим обра­
зом: Tj = {ze  С: z = b(Qy £ > 0), где b(Q -  неявная 
функция, определяемая уравнением fc(£)sin3 + 
+ v(b(£))cos3 = nvcos(p -  p*) + /£2, где 3* = 
= arcsin(n, I fly) -  критический угол полного внутрен­
него отражения. Такой выбор разреза обеспечива­
ет быстрое убывание подинтегральной функции 
вдоль контура интегрирования;

Кроме того, при деформации вещественной 
оси в перевальный контур Г0 могут быть задеты 
полюса подинтегральной функции -  корни дис­
персионного уравнения

D(s, е, 8) = 0. ' (3)
Для исследования дисперсионного уравнения (3) 

используется метод возмущения по параметрам £ 
и 8. В качестве невозмущенного уравнения взято 
дисперсионное уравнение для модели -  стратифи­
цированный жидкий слой, лежащий на однород­
ном жидком полупространстве. Известно, что не­
возмущенное уравнение имеет конечное число 
вещественных корней, которые принадлежат ин­
тервалу (я,, 1). Наличие льда (параметр 5) не ока­
зывает существенного влияния на расположение 
корней -  они остаются вещественными (см. [10]). 
Возмущение малым параметром £ сдвигает корни 
в верхнюю комплексную полуплоскость. Корни

1 Следует упомянуть, что это дисперсионное уравнение
ранее исследовалось С.Л. Эдельштейном в рамках НИР
“Исследование математических моделей плоского акусти­
ческого волновода сложной структуры с внешним источ­
ником”. Ростовский гос. ун-т. 1990.
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уравнения (3), соответствующие вещественным 
корням невозмущенного уравнения, имеют ма­
лые положительные мнимые части. Как известно 
(см., например, [9]), помимо вещественных корней 
невозмущенное уравнение имеет комплексные 
корни, называемые резонансами, лежащие в 
верхней полуплоскости. Этим корням соответст­
вуют корни дисперсионного уравнения (3), имею­
щие большие положительные мнимые части, по 
сравнению с мнимыми частями упомянутых выше 
корней уравнения (3). Заметим, что для всех кор­
ней уравнения (3) выполняется условие Imv(s) < 0.

При деформации контура интегрирования в 
перевальный контур Г0 будут задеты корни урав­
нения (3), находящиеся между кривыми Г0 и Г, 
(квазираспространяющиеся моды), а также кор­
ни, находящиеся ниже кривой Г, в первом квад­
ранте -  резонансы (затухающие моды). Так как 
для резонансов мнимая часть фазовой функции 
положительна и велика по сравнению с мнимой 
частью фазы квазираспространяющихся мод, то 
при kR — со вклад затухающих мод в асимптоти­
ку полного поля не учитывается.

Итак, после деформации контура представле­
ние (1) имеет вид:

G(co,r,Z-,z0) = G ^ + G ^ + ^ \ (4)

где G(0) -  интеграл по перевальному контуру Г0 
(воздушная волна):

(0) £ ,/2ехр(/я/4)
G (0) (со, г, z, z0) ------------- гЛ  х1/22к(2пг)!

ry (s ,z)f4{s,b)su
х „ / 'П / о ёТ~ехР (lkRS(s))ds>J v(s)D(s, е, 5)

(5)

G(l) -  интеграл по обеим берегам контура Г, (бо­
ковая донная волна), G® -  вычет в полюсе 
подинтегральной функции s = s^y где Sj -  корень 
уравнения (3), соответствующий квазираспрост- 
раняющейся моде:

1 р Ы | | | ( ё

1/2

/
е- ''*74 х

(6)
v M Sj,b)y(sj,z)

Перейдем к асимптотике G(0) и G(,). В случае 
если точка перевала s0 далека от особых точек 
подинтегрального выражения, асимптотика дает­
ся формулами:

G |0)(co, г, z, z0)
exp (ikRnv) у(% г)/4(% S) 

2 kR D(sn, e, 5) , (7)

G (n((o ,r,z ,z0) -----
kj/n

x exp(ikRnvcos(fi -  p*)) ( —  *
knvRsm(P -  p )

fM\>  8 )  у 2(n„ z)D,(nt, £, 5 )  -  y ,(n„z)D 2(n, e , 5 )

2n(kr)m

V(n,)

X

3/2

)  * 8)

x
v(n,) *>2(14, 6, 5)

Рассмотрим следующие случаи взаимного рас­
положения точки перевала и особых точек под­
интегрального выражения.

1. \s0\ <  1; т.е. | zol>r .  В этом случае в (4) оста­
ется одно слагаемое G(0), асимптотика которого 
дается формулой (7). Эта асимптотика находится 
двумерным методом стационарной фазы из инте­
грала (1), в котором используется представление 
функции Ханкеля через функцию Бесселя и инте­
гральное представление для функции Бесселя.

2. |sin((p -  р*)/2)| = 0((kR)~in); т.е. угол Р бли­
зок к критическому углу полного внутреннего от­
ражения Р*. В этом случае с помощью техники, 
описанной в [9], интеграл (5) выражается через 
функции параболического цилиндра. Асимптоти­
ка записывается для суммы G(0) и G(,):

. exp(ikRnv) y2(s0, z)/4(s0>8)
С(ш, r, z-, Z i ----------ш -------- щ щ - щ -----

txp(ikR nvcos2(($  -  Р* ) /2 )  + 5 л //4 )
2 пН(кЛпу)ш

х

X
2cosp*

v

X

sinpcos3((p  -  Р*) /2 )

U2 (9)
х

[Dm (u) + u ‘(В -  l)D m (u) ] ;£),(«,, е, 5)
где и = 2(nvkR)m sin((P -  (3*)/2)ехр(-;тг/4);

Расположение перевального контура на комплексной 
плоскости. При таком положении точки перевала в 
асимптотическое представление для поля войдут воз­
душная боковая волна, донная боковая волна, две ква­
зираспространяющиеся моды, модовые числа ко­
торых лежат между Г| и Г().
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В = /ri(j0,z)/F i(n1,z);
F,(s0, z) =

myx{s0, z)M s0, 5).?o2Y(%) (2nv) l/4exp(5rti/8)
n KZ)(50) e, 5) (sin ( ( |3 -  p*) /2 )) 1/2

F\(nx,z )  = 2J"  Пу" x

in/ 8 / X £ (

I л 5/4 „3/4

D2(n,,£, 8)v(n,) 

cos P*
cos( (P -P t ) /2 )

D i/2, 0 3/2 -  функции параболического цилиндра 
(см. [11]).

• 3. |̂ о -  Sj\ = 0{{kR)~m), где s} -  полюс. В этом слу­
чае равномерная в окрестности полюса асимптоти­
ка воздушной волны выражается через интеграл 
Френеля:

ks- т '
G (0)(©, г, z, z0) ~ sign(-Im ^)0.5 { —  ) х

y {S j, z ) f A{S j, 5) . (Ю)
х ■ ; ' 4 , ----- ' . exp(ikRnv - i n / 4 )  X

v ( S j ) d D ( S j , £ ,8) / d s  F v

)

X (1 — 0 ( —iqj(kR)U2)) exp(-qjkR), 
где Ф(х) -  интеграл Френеля, точка 4; определяется 
следующим образом. Пусть г = 5(4),. 4 6 R -  уравне­
ние перевального контура Г0. Продолжим 5(4) 
в некоторую комплексную Окрестность вещест­
венной оси. Тогда точка 4/ Е С такова, что 5; =
= s(%j); qj = если Im ^ > 0, q} = если Im ^ < 0. 
Асимптотика G(1) дается формулой (8).

4. | s0 -  = 0((kR)~l/2); т.е. |zol <  г. В этом слу­
чае асимптотика G(0) выражается через интеграл 
Френеля:

exp(j£/?nv)
G (<о, г, z, z0) ----------— у(5<>’ z)/4(s0, 5) х

х [ 1 -  in 1'2 /q' v(50) (1 -  bvD(s0, £, 5)) x  (H )

x ( k R ) m ( 1 - Ф ( О ) е х р ( 0 ] ,  
где
/0 = ( 2 /n v) 1/2exp(37ci/4)50, = 1/D(50, 0, 5),

4 = (knvR /2 ) 1/2exp(37i//4)v(50)Z)(50, £, 8)bv/ s 0.
Помимо указанных четырех случаев располо­

жения точки перевала относительно особеннос­
тей подинтегральной функции возможны еще два 
особых случая. Во-первых, это -  появление полю­
са в окрестности точки ветвления п { . Тогда асимп­
тотика боковой донной волны выражается через 
функции параболического цилиндра. Во-вторых, 
возможна ситуация попадания точки перевала в 
эту же окрестность. В этом случае асимптотика 
поля содержит интегралы, которые не выража­
ются через известные специальные функции. 
Но волноводы, в которых возникают такие ситуа­
ции, достаточно редко реализуются, поэтому мы

не приводим асимптотического анализа функции 
Грина в этих случаях.

Асимптотические формулы (6) - (11) имеют 
место при kR — *■ и фиксированном г.

§2. В этом параграфе будет проведен асимпто­
тический анализ поля движущегося источника 
при некоторых предположениях относительно 
структуры источника. Движущийся точечный ис­
точник задается следующей функцией, стоящей в 
правой части волнового уравнения:

б(х, г) = Л(г)ехр(-/со0г)5(х -  х0(г)),
где х = (х, z), о(х) -  дельта-функция Дирака, 
со0 -  несущая частота источника, A(t) -  амплитуда
источника, хо(0 = (x0(r), z0(t)) = (*0I(r), x02(t), Zo(t)) -  
вектор-функция, задающая закон движения ис­
точника (zo(t) < 0). Будем предполагать, что 
источник -  узкополосный, движется с дозвуковой 
скоростью и малым ускорением.

Пусть L  -  некоторый пространственный мас­
штаб, например L = Н ,Т =  L/C* -  временной мас­

штаб задачи, где С* = Cv! Jb . Предположения об
узкополосности источника и малости его ускоре­
ния позволяют ввести большой безразмерный па­
раметр

X = Т 1 max ( j  Хо(г)| / 1 Хо (г)|)
•  /

и перейти к безразмерным переменным t = t/(XT) 
так, что вектор-функция, описывающая движе­
ние источника, и амплитуда в безразмерных пере­
менных имеют вид

Хо(0 = В Д 01(0,Х 02(Г),20(0), A(t) = a(i), 
причем функции X0i(i), Z0(f), a(i) удовлетворяют 
соотношениям

|*o">tf)| < 1. m -  1,2, . . . ,

|a <m)(f)| < 1, m = 0 ,1 , 2 , . . .  .
Будем описывать акустическое поле через по­

тенциал смещения Ф(г, х, z). Для простоты изло­
жения будем считать, что приемник находится в 
точке (0,0, z), и потенциал смещения в этой точке 
будем обозначать Ф(0- Следуя [7], получаем сле­
дующее интегральное представление для потен­
циала смещения Ф(г) = Ф(кТ1) через функцию 
Грина стационарной задачи:

оо оо

ФО) =  ^  J  J  G(Q/T, bL|X0® |, z, XLZ0(£,)) x
—оо —оо ( 12)

Здесь 0О = со0/со*, где со* -  масштабная частота 
со* = C^/L. Найдем асимптотику интеграла (12)

при X — ►  со. Введем величину R(x) = (| z q ( t ) | 2  + 
+ |х0(т)|2)1/2, характеризующую расстояние между
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приемником и источником, которая в безразмер­
ных переменных принимает вид R(т) = XL(|Z0(£,)|2 +
+ |Х0(£)|2),/2 = XL/?(£,). Очевидно, что при X — ► «> 
можно воспользоваться построенной асимптоти­
кой для функции Грина, верной при больших зна­
чениях параметра

со/?(т)/С0 =. Х в Щ )С * /С 0.

Подставляя эту асимптотику в (12) и пользуясь 
двумерным методом стационарной фазы, получа­
ем, что асимптотика поля движущегося источника 
состоит из соответствующих компонент, порож­
денных асимптотикой функции Грина стационар­
ной задачи (см. (4)) -  квазираспространяющихся 
мод, боковой донной волны, воздушной волны. 
Из-за недостатка места мы приведем окончатель­
ные асимптотические формулы лишь для неко­
торых составляющих поля.

Заметим, что асимптотика воздушной волны 
определяется различными формулами при разных
значениях точки перевала s0(£) = %|Х0(£)|/ Я(£). 
Но во всех асимптотических ситуациях фазой 
является 5(0, £) = -0 (г  -  £) -  0О£, + 0/?(£)C*/Cv.
Вклад в асимптотику воздушной волны вносят 
критическая точка фазы (0,, ^ ) , где 0Л. = 0о/(1 +
+ V(^)C%fCv), является решением уравнения

m c j c v , v< &  =  +  с а д .

Xo©)]/i?(^). Главный член асимптотики воздуш­
ной волны в случае, когда точка перевала s0(£) 
далека от особых точек подинтегрального 
выражения, имеет следующий вид:

Ф (0)© =  '
y(j0(U> 8 )а (^ )е х р (-а е 0̂ т)

"  ~ 2k X L R ( W s0(^), е, 8) (1 + V (& C */C v) Х(13)

х (1 + ОСА.-1)) -
Запишем формулу (13) в размерных перемен­

ных г, т = Х7%, со = со*0. Фазовая функция примет 
вид S(со, т) = ~со(г -  т) -  со0т + coR(x)/Cv. Главный 
член асимптотики выражается следующей фор­
мулой:

• ;  Ф (0)(0 =
__ Z)f4(s0(xs), 5)A(Tv)exp(-/co0T?) ^

2k D(s0(x ) ,  е, 5)/?(xv) (1 + V (x)/C v) Х 

х (1 + 0(Х~')) ,
где со, = со0/(1 + V(tv)/CV), т, является решением

уравнения x = t -  R(x)/CVy V(x) = [z0(t)zq(t) + (хо(т),

* о Ш т  -  величина проекции вектора скоро­
сти в момент времени т на вектор, соединяющий

источник с точкой проекции приемника на по­
верхность льда.

Дифференцируя фазовую функцию S(t) = 
= S(cov(r), xv(0) по переменной ty можно показать, 
что критическая точка фазы со, является мгновен­
ной частотой узкополосного временного процесса, 
задаваемого воздушной волной. Доплеровский 
эффект для воздушной волны определяется фор­
мулой:

Дсо = со,-со0 ю0 ^ , )
+ V(%J'

Критическая точка фазы т, есть время излуче­
ния сигнала, приходящего к приемнику в момент 
времени t.

Так как параметр X не входит явно в главный 
член асимптотики в формуле (14), следует ука­
зать условия применимости асимптотических 
формул. Полученные формулы верны для рассто­
яний между источником и приемником порядка 
R(xs) -X L  и времен запаздывания (отрезок време­
ни между излучением й приемом сигнала) поряд­
ка. (г -  т,) ~ XT.

Для вычисления асимптотики модовых слагае­
мых мы воспользовались комплексным методом 
стационарной фазы, описанным в [12], так как фа­
зовая функция является комплекснозначной. Заме­
тим, что этот метод применим в данной ситуации, 
так как фазовая функция Sj(со, т) при е = 0 является 
вещественной и имеет невырожденную веществен­
ную критическую точку и при малых г  выполняемся 
условие 1т5)(са, х) > 0. Приведем окончательные 
формулы.

Будем считать, что A(t), х0(/), z0(t) допускают 
аналитическое продолжение в некоторую ком­
плексную окрестность вещественной оси. Тогда

5

о
уЩ ы ), z)/4(s/co.), 8)А(х;)

Х v(Sj)dD(Sj((Oj), £, 5) /d s  Х

х (det Hess (-SfcOj, x.)) 1/2 x

x exp ( i\Sj(a>j, xy) + г'тс/4 ) ,

где 5,(0), x) = -co(f -  x) -  COoX + k;(1)(co)|Xo(x)| +
+ k<2,(o);) |zo(x)| -  фазовая функция, к 0 )(со) =
= coQ 's/(o), к (2>(со) = 6bCo](n2v -  sj(co))1/2. (to,, x,) 
есть решение системы уравнений:

G> = ю0 -  к>(,)(©) V,(x) -  k (2>(co)V2(x),

X =  и Х о (х ) |/ и ) ' \ со) -  IZ0(x)|/ и )2)(ш),

где U-11 (со), Uj2){со) есть горизонтальная и верти- 
кальная групповые скорости jf-й моды, Г,(т) =

=  ( Х д ( т ) ,  х 0 ( т ) ) / | х 0 ( т )|  -  в е л и ч и н а  п р о е к ц и и
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горизонтальной составляющей вектора скорости 
в момент времени т на горизонтальную проекцию 
вектора, соединяющего источник с приемником,
V2(x) = -  z0(x) -  величина вертикальной составля­
ющей вектора скорости в момент времени т. 
detHess(—5у(соу, т;)) -  гессиан фазовой функции, 
причем>
argdetHess(-5;<C0y, т,)) = arga, + argo^, a , , -  собст­
венные числа матрицы Гесса, -З к /4  < arga* < я/2.

Заметим, что временной процесс, задавае­
мый (15), имеет комплексную мгновенную часто­
ту ©у. Формула для доплеровского сдвига для квази- 
распространяющейся моды с номером j  имеет вид

А с о  =  с о , - с о 0 =  -  к ( 1Ч со у)  V ,( T .)  -  K(2)(co.) V 2( x . ) .
Критическая точка фазы ту есть время излуче­

ния сигнала, приходящего к приемнику в момент 
времени t.

Итак, получены эффективные расчетные фор­
мулы для акустического поля движущегося воз­
душного источника, которые позволяют провести 
численные расчеты. Результаты численных иссле­
дований предполагается изложить в последующих 
работах. Заметим, что также, как и в случае рас­
пространения звука от подводного источника, на­
личие слоя льда оказывает влияние на смещения 
собственных чисел, на доплеровские эффекты, 
что может быть использовано при измерении 
толщины льда, покрывающего океан.
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Propagation of Sound from a Moving Air-Borne Source in the Ice-Covered Ocean
S. M. Grudskii, O. A. Obrezanova, and V. S. Rabinovich

The paper discusses the propagation of sound from a moving air-borne source in an ice-covered ocean. 
The ocean is visualized as a stratified liquid layer, the ocean floor and the air, as homogeneous half-spaces. 
The water-covering ice is modeled by a homogeneous elastic layer. The acoustic field is assumed to be set up 
by a narrowband point source, nonuniformly moving through the air half-space at a subsonic velocity. Asymp­
totic formulas are derived for the field due to the moving source. They take into account all of the field com­
ponents, such as the normal modes, the lateral ocean-floor mode, and the air-borne mode. The asymptotic for­
mulas are developed in terms of the large parameter X, which characterizes the slow changes in the source’s 
amplitude and velocity.
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