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Для точечного источника, действующего в упругой однородной безграничной среде с анизотропией 
общего вида, новым способом получено представление матрицы Грина в виде интеграла по поверх­
ности единичной сферы. Оно позволяет получить во временнбй области простые выражения для 
поля смещений от сосредоточенного источника с произвольной зависимостью от времени. Прово­
дится преобразование статического члена матрицы Грина к виду, удобному для вычислений. В за­
ключение выводится высокочастотная асимптотика матрицы Грина.

1. ВВЕДЕНИЕ

Как показывают сейсмические исследования, 
трансверсальная и даже орторомбическая анизо­
тропия присущи в той или иной степени всем ти­
пам пород, в особенности осадочным и метамор­
фическим. При этом считается [1], что в боль­
шинстве случаев причиной ее возникновения 
(наряду с тонкой слоистостью) является ориенти­
рованная трещиноватость [2, 3]. Проблема опре­
деления ориентировки и интенсивности трещино­
ватости дистанционными геофизическими мето­
дами является весьма важной на всех стадиях 
разведки и разработки нефтяных и газовых мес­
торождений. О т ее правильного решения зависит 
многое, особенно в случае пород-коллекторов, 
где трещиноватость определяет основные фильт­
рационные свойства [4]. Кроме того, есть много 
других геологических и технических задач, в ко­
торых необходимо дистанционное изучение тре­
щиноватости [1, 2].

Поэтому изучение распространения волн от 
точечных источников в анизотропных средах 
имеет важные практические следствия. В безгра­
ничных однородных средах важная роль отводит­
ся построению матрицы Грина. В отличие от ра­
бот [5-8] в настоящей статье приведен новый 
способ вывода интегрального представления мат­
рицы Грина, позволяющий простым образом по­
лучить выражение для поля смещений от сосре­
доточенного источника с произвольной зависи­
мостью от времени. При этом показывается, что 
статический член может быть сведен к однократ­
ному интегралу, который легко вычисляется с ис­
пользованием теоремы о вычетах. С помощью 
метода стационарной фазы находится главный 
член асимптотики полученного решения для слу­
чая невырожденных стационарных точек. Следу­
ет обратить внимание, что в работе [6] при выво­

де выражения для смещения, вызванного точеч­
ным источником с произвольной временнбй 
функцией, была допущена ошибка, и в окончатель­
ном выражении (см. (С20), [6]) отсутствует стати­
ческий член (здесь первый член (29)). Применение 
метода Радона в стационарном случае [5, 8] дает 
выражение, соответствующее выражению (26) 
настоящей статьи.

2. ВЫВОД ИНТЕГРАЛЬНОГО 
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ МАТРИЦЫ ГРИНА

В математическом отношении задача сводится к 
отысканию решения системы дифференциаль­
ных уравнений:

Э,2И, -  Xijkidjdku, = Д х, t)eit (/, j ,  k, l = 1, 2, 3),(1)

Э 2 Э2где Ui = w,(x, t), dk = , Э,2 = —2, hm  “  тензоР
axk Э t

нормированных на плотность упругих посто­
янных, хг = (х ,, х2, *3), так что хТ -  вектор-строка, 
х -  вектор-столбец, Т -  значок транспонирования. 
Искомое решение подчиняется условиям:

иг{х, г) = 0 при / < 0. (2)

Используя оператор Гамильтона V = (Э1э Э2, Э3)г, 
удобно ввести матрицу:

A(V) = ||A,(V)|| = I V /ЭАЦ, (3)

и записать уравнение ( 1) в матричном виде:

[3,2£ -A (V )]U  = Д х, г)е, (4)

где U7 = (и,, и2, и3), ег = (е ,, е2, е3), Е  -  трехмерная 
единичная матрица.

741



742 БА КУ Л И Н , ТЮ РИКОВ

В качестве F(x, г) возьмем дельтаобразный ис­
точник:

Д х , 0  = f i t ) ------- ------- - е >  0, (5)
2 / 1  12 г . - 2л (|х| + е )

где Дг) -  произвольная функция такая, что ДО =  О 
при к  0. При этом

-------  ------ 5 —-  5(х) при е —-  0, (6)
2 , i  I 2 2 \л (|х| + е )

5(х) -  трехмерная дельта-функция Дирака. Соот­
ношение (6) доказывается путем вычисления пре­
образования Фурье функции источника:

f ехр[-г'кх]------- ------- -dx = exp [—e|k| ]. (7)
•  2 / 1  i 2  2 ,R* 71 (|x| + 8 )

Взяв теперь преобразование Фурье по времени и 
по пространственным переменным от обеих час­
тей уравнения (4) и учитывая (7), получим:

[Л(к) -  со2£ ] 1)(к, со) = ехр[-е|к|]/(со)е. (8)

Здесь

U(k, со) = Jexp[/cof]drJU(x, /)exp[-zkx]dx, (9)
о R

где Imco > 0. В этом случае обратное преобразова­
ние Фурье по со выразится равенством:

+ оо + /О
U(x, г) = ^  J U(x, со)ехр[-/со/]с/со, (Ю)

/О
которое, как хорошо известно, обеспечивает вы­
полнение условия (2). Для краткости мы обозна­
чаем символом U различные функции, указывая 
аргументом области, где они рассматриваются.

Используя разложение [Л(к) -  со2Е\ по собст­
венным векторам, запишем решение (8) в виде:

U(k, со) = /(со)ехр[-£1к ] ]У  y n )AJ(n) (И )
у = 1 к v ,(n )-co

кгде учтено, что v(k) = |k|v(n), n = щ  , А /п) -  соб­

ственный вектор матрицы Л(п), соответствую­
щий собственному числу v 2(n), причем такой, 
что | Ay(n)| = 1, Т -  значок транспонирования. По­
скольку для любых Дсо) и е (И ) можно предста­
вить в форме:

U(k, со) = G(k, со)/(со)е, (12)

то будем преобразовывать только G(k, со). Не­
трудно видеть, что эта матрица будет являться 
матрицей Грина волнового уравнения (1).

Нашей дальнейшей целью является сведение 
трехкратного внутреннего интеграла (9) к  двух­
кратному. В силу (9) и (11) имеем:

G(x, со) = 1
(2л)

з

JX
Pj(n)

(13)

RV = 1
■ 2 2/ . 2 k vy(n)-co

exp[i|k |(nx + ie)]dk9

где Pj{n )= A /n) A;- (n) -  проектор на направление Ay.
Переходя в (13) к сферической системе коорди­
нат и обозначая s = |k |, d£l = sin 0сШф, получим 
соотношение:

G(x, со) = 1
(2л) з X

°° 3 ?
х |  (nx + ie)]ds,

(14)

= 1 о; Г, s2vj(n) -  (О2

в котором пг = (sin0cos<j), sin0sin<{>, cos0). Предста­
вим (14) в виде суммы двух членов Gs и Gd:

G = - 1
s

(2 п)

|n| = 1

Pj(n)

o “ v> )
x j  < t o j £ - ^ e x p [ i s (  nx + {£)]<&,

(15)

G,i = 1

x Pj( n)

d з
(2л)-

co

|n| = 1 0  J“ v 2(n)s2v 2(n )-co

(16)
2exp[/s(nx + ie)]ds

и вычислим внутренние интегралы по s.
Для вычисления (15) воспользуемся соотно­

шением:

Jexp[/s,(nx + /e)]ds = 1

о
Е -/(П Х )

(17)

Учитывая (17), а также независимость vy<n) и /у(п) 
от направления нормали: уД—n) = Vy(n), Р}{ - п) = 
= Pj{п), можно заметить, что мнимая часть (15) 
обращается в нуль. Поэтому, получаем:

1
(2л) з I dQ. X

|п| = 1 (n x )2 + 82JT1vy2(n)

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 42 № 6 1996



ПОЛЕ Т О Ч ЕЧ Н О ГО  И С ТО ЧН И К А 743

Совершая в (18) предельный переход г  — ► 0 и ис­
пользуя хорошо известное соотношение

lim—---- - = rc8(z), в котором 5(z) -  одномерная
*-*°Б +Z
дельта-функция, получим:

- J dQ8(nx)A '(п).
|п| = 1

Теперь обратимся к (16). Поскольку внутренний 
интеграл по s равномерно сходится относительно 
параметра г > 0, мы можем совершить предель­
ный переход е — *- 0 под знаком интеграла. Далее, 
делая последовательно замены переменных 
п — *■ - n ,  s — ► -5 , преобразуем (16) к виду:

+°о

«J
СО

_15М (п )
exp[is(nx)]ds.

со

Для вычисления внутренних интегралов типа:

г exp[i»(nx)]d,  
J s  v j ( n) -  со

воспользуемся теоремой о вычетах. Подынтег­
ральное выражение (21) имеет полюса в точках 
s = ±со! \ j .  По лемме Жордана при пх > 0 (пх < 0) 
можем замкнуть контур в верхнюю (нижнюю) 
полуплоскость (s). При этом, с учетом того, что 
Imco > 0, контур охватывает одну особую точку 
5 = co/Vy (s = -co/Vy). В результате для пх > 0 имеем

а для пх < 0

где учтено, что верхняя полуокружность обходит­
ся в положительном направлении, а нижняя -  в от­
рицательном. Объединяя (22) и (23), получаем:

В результате выражение (16) преобразуется к 
виду:
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Матрица Грина после преобразований предста­
вится выражением:

С(х,со) = - Ц  [^Пб(пх)Л"'(п) + 
8ге .„Л,

иLv,.

|п | =  1
3

I СО 

16к
j

|п | =  1

Pj( п) 

“  V -(п)

(26)
ехр пх

Поле смещений от точечного источника с произ­
вольной зависимостью от времени ДО, в направ­
лении вдоль вектора е, выразится равенством:

U(x, 0  = <Ш8(пх)Л '(п )е -

Я Н М ) / »
V - ( n )

Используя тождество 1 = Я(рх) + Я(-рх), где 
Я(7) -  функция Хевисайда, можно преобразовать 
(26), (27) к  виду:

G(x, to) = -К . f dQ.b(nx)A '(n) 
8ti2, У .

+
|n| =  1 
3

I  СО 

8 тс2 j
( p x ) > 0

Pjj n) 

“ v;3(n)
exp[ito(px)],

и (х ,/) = Щ  [ dQ8(nx)A~,(n)e -  
8л2. 1| n | = l

- - Ц  j  dw n x ) i f ( t - № )PM

(28)

(29)

При ДО = Я(7), используя (29) и заменяя 
5(7 -  рх)Я(рх) на 5(7 -  рх)Я(7), получим:

Uh(x,7) = т
8п2

J  t7Q5(nx)A '(п ) -
'■М = 1

_ г
J

(30)

■е.
|n| = 1 7 = 1 V;(n)

Чтобы получить подобное выражение в случае 
ДО = 8(0, продифференцируем (30). Если учесть, 
что 8(7 -  рх)8(7) = 8(рх)8(0 = v8(nx)8(7) и

=, Pj(n ) /v 2(n) = Л_1(п), нетрудно убедиться в
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равенстве нулю произведения 8(г) на выражение, 
стоящее в скобках в (30). Тогда

U8(*> 0 8('  -  (31)
v;(n)

Формула (28) работы [7] после упрощений дает 
выражение (31).

3. ВЫ ЧИСЛЕНИЕ СТАТИЧЕСКОЙ ЧАСТИ
МАТРИЦЫ ГРИНА

Первый член в выражениях (26), (27) будем назы­
вать для краткости статической матрицей Грина. 
Здесь нашей целью является его упрощение и 
сведение к виду, удобному для вычисления. Для
этого введем новую систему коор;И51 1ат (к  1, кг.
кз), повернутую относительно старой системы 
(k i, к2, к3) вокруг оси кх на угол у  такой, что

х з х 2sin у = —, cosy  = —,

где (*b  х2, *3) -  координаты вектора х, г =

=  J x 2 +  х3. При этом координаты нормали п в 
новой и исходной системах будут связаны ра­
венством:

г . о о
0 cosy  sin у  
0 - s in y  cosy  ^

При преобразовании (33) матрица Л(п) заме­
нится на

A(ii) = A(Wrfi), (34)

а скалярное произведение пх на (hlx l + п2г) или 

п х , где х = (х{, г, 0).

Статическая матрица Грина в новой системе ко­
ординат примет вид:

G s( x 9 t) = sin08(ni)A  '(п)^©,

где n = (sin 0 cos ф , sin 0 sin ф, cos 0 )r; 0 , ф -  по­
лярные координаты, связанные с системой (к \9
т* mm

кг, кг). Опуская знак ~ в дальнейшем, производя 
замену переменной и = ctg6, du = -J0 /s in 20 и вводя

вместо п вектор шг = (совф, вшф, и) или m  = n/sin0, 
а также учитывая, что 8(ах) = 6(х)/|а|, Л“‘(п) = 
= A_1(m)/sin20, v /n )  = sin0v* и Р к(п) = Р / т ) ,  имеем:

2к +оо
G/x, t) = —  [̂ ф [ dub(m x)k  ‘(m). (36)

8* i L
Далее, полагая

x, = Рсовф0, г = Лвтфо,

где /? = |х |=  л/xf + г2, получим

2к
С /х , t) = —Ц [Л ф х  

8 л2'

+ о о

х J Лм8[йсо8(ф-ф0)]Л 1
С0$Ф
втф

и

(37)

(38)

Аргумент 8-функции в (38) обращается в нуль
к

при двух значениях Ф1 2 = Фо ± ^ » причем $тф 12 =

= ±cosф0, со$ф| 2 = Твтфо- Интегрируя по ф и учи­
тывая, что элементы матрицы Л -  однородные 
формы второй степени от своих аргументов, за­
пишем окончательное выражение для статичес­
кого члена матрицы Грина:

+оо

С/Х, Г) =
- j h J

duA
sin ф0
-СО8ф0

U

(39)

Интеграл (39) вычисляется с помощью выче-

вшфо
тов в корнях определителя матрицы Л -совфо

и
из (34).

4. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
МАТРИЦЫ ГРИНА

Для оценки главной части поля (28) при 
|co||*| —** 00 воспользуемся методом стационар­
ной фазы [9]. Поскольку во втором члене выра­
жения (28) интегрирование производится по 
поверхности полусферы, ограниченной окруж­
ностью рх = 0, то в соответствии с [9], кроме вкла­
да от стационарных точек фазовой функции 
*S(P) = Рх> следует также учесть вклад от границы
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области интегрирования. Покажем, что вклад от 
границы взаимно уничтожается со статическим 
членом (39). Для этого произведем во втором сла­
гаемом (28) преобразования, идентичные (32)- 
(37) раздела 2. В результате он запишется в виде:

*" + -2 +~
_ z(0 J dtŷ dux

А  К

Е3 Pj(m) р(о/гсо8(ф-фо)-
7 = i v](ln)eXPL v /m )

(40)

где ф, ф0, и -  переменные, введенные в разделе 2, 
а Р(n), v(n) трансформируются в Р(т), v (ш) так­
же как и А(п) в А (ш) (см. (34), (36)). При этом, 
интегрирование по полусфере заменится на ин­
тегрирование по бесконечному полуцилиндру

единичного радиуса: ф0 -  ^  < ф < ф0 + ^  в коорди­

натах и, ф.

Для интегралов типа:

F( со) = J Ф(Х) ехр [ г 0)5(х) j d% (41)
n

известно, что в случае, если фазовая функция 
S(%) = S0 = const на границе области интегрирова­
ния ЭП, главная часть вклада от границы пред­
ставляется равенством ([9], с. 141):

Я  со, ЭП) = СХР[ .^  J ̂ |У 5 ( Х ) Г 2Ф (Х )^,(42)
эп

ЭЯ У)в котором d<5 -  элемент границы ЭП, —̂ ---- про­

изводная по направлению внешней нормали к ЭП. 
В нашем случае фазовая функция 5(ф, и) = 

R cos (ф — ф0)
= -----х----------, а границами полуцилиндра явля-

v(m)
ются две бесконечные прямые, параллельные

оси и с координатами ф = ф0 ± ^ . При этом

Э5
Эу = Фо±̂

|V5|

=
Э ф  ф  =  ф 0 *3

= R /v (m  |,2),

Ф = Фл±5

(43)

Ф = Фо±к»

где ш, 2 = (твтф о, ±со5ф0, и). С учетом (41), (42)
главная часть вклада от границы в (40) запишется 
в виде:

+ о о

G M  ЭП) =
4k2R J

—  j  =  1

Pj (m  1,2) =

(44)

и, таким образом, действительно сократится с (39). 
Используя замену и — ► - и  и независимость 
Р(ш) и v(m) от знака ш, легко убедиться, что в вы­
ражении (44) можно брать любой из векторов mi 
и т 2. Вывод о сокращении вклада от границы со 
статическим членом соответствует работе [5], где 
он был приведен без доказательства.

Теперь обратимся к отысканию стационарных 
точек фазовой функции S(р). Они удовлетворяют 
условию:

= = <45>
где а  = 0, ф. При выводе (45) использовалось соот­
ношение:

1 г -  *7\дп
V(n)[£  Э а’

(46)

в к о т о р о м = Э у ( п )

дп;
-  компоненты вектора луче­

вой скорости [10]. Кроме того, выполнение тож­
дества = 1 [10] приводит к  дополнительному 
условию:

пг[ £ - ^ р г]дг = 0. (47)
Условие (47) совместно с двумя условиями (45) 

означает, что вектор [Е -  р£г]х ортогонален трем
Эп Эпнекомпланарным векторам п Э8 И Эф ’ откуда

следует, что этот вектор является нулевым. Та­
ким образом, стационарные точки фазовой функ­
ции определяются из соотношения

[ £ - £ р г]х = 0 или § X
(рх)*

Геометрически они отвечают точкам поверхнос­
ти рефракции, в которых вектор являющийся 
перпендикуляром к этой поверхности [10], 
направлен вдоль вектора, х, так как в соответст­
вии с (28) они должны удовлетворять условию 
(рх) > 0.

Для асимптотического представления матри­
цы Грина нам требуются выражения для detJ и 
sgn7, где J  -  матрица вторых производных фазо­
вой функции по координатам 0 и ф, sgn7 -  раз-
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ность между числом положительных и отрица­
тельных собственных чисел матрицы У [9]. Пока­
жем, что они могут быть просто выражены через 
величины главных кривизн поверхности рефрак­
ции в стационарной точке и их знаки.

Для этого воспользуемся тождеством:

’ (49)

где снова a  = 0, ф. В справедливости (49) легко 
убедиться, используя (46) и тождество £р = 1.

э2Матрица У имеет элементы Xr- ^ , a , Р = 0, ф.
dctop

Дифференцирование выражения (49), деленного 
на |§ |, и подстановка выражения для £ в стацио­
нарной точке (48) дает соотношение:

Э р  _ . - Э1 Эр 
ХЭаЭр "  Х ЭрЭа’

(50)

где справа стоят элементы матрицы А2 второй 
квадратичной формы для поверхности ре­
фракции (см. [11]), умноженные на |х|, 1 = § /|§ | = 
= х /|х | -  нормаль к поверхности рефракции в ста­
ционарной точке. Детерминант матрицы А2 пред­
ставляется равенством [11]:

detAz = Нех !ф 1 (51)

в котором кр = кхк2 -  полная кривизна поверхности 
рефракции; £,, к2 -  ее главные кривизны. Пользу­
ясь (46), после некоторых преобразований най­
дем:

2 2
Эр ЭрЛ _ sin0 г 2
Э0 эф;  v2 5 ’

(52)

Откуда сразу получим:

dety = x2detA2 = x 2̂ 2S*n^  k p9

sgny = sgnA2 = sgn k } + sgn&2.
(53)

где sgn к =
1, если к > 0

. Вырожденные стацио-
-1 , если к < 0

нарные точки, в которых к = 0, требуют примене­
ния другой схемы метода стационарной фазы, ко­
торая здесь не исследуется (см. [5, 9]).

Нумеруя стационарные точки р/ j - ой по­
верхности рефракции, удовлетворяющие (48) ин­

дексом i = 1 ...Nj, получим окончательное выра­
жение асимптотики матрицы Грина:

3 N.
G(x, со) = P j(P ?)

4п1х̂ Ы Ч  №

х  e x p ^ (s g n * ,(p f)  + sgn*2(p j°) + « К » х )].

(54)

Это выражение совпадает с выражением для 
асимптотики матрицы Грина из работы [12].

5. ВЫВОДЫ

Предложен новый способ вывода интеграль­
ного представления для вектора смещения в ани­
зотропной среде, вызванного сосредоточенной 
силой с произвольной зависимостью от времени. 
Способ основывается на двух моментах.

Во-первых, сосредоточенный источник апп­
роксимируется сферически симметричной функ­
цией, зависящей от одного параметра, при стрем­
лении которого к нулю и получается собственно 
точечный источник. Это позволяет с помощью 
преобразования Фурье по всем переменным клас­
сическим способом построить решение. При 
этом, вышеупомянутый параметр дает естествен­
ную регуляризацию получающихся интегралов.

Во-вторых, используется замена переменных 
в предварительном интегральном представлении 
решения, основанная на центральной симметрии 
(по пространственным частотам) подынтеграль­
ных матриц, которая дает возможность приме­
нить теорему о вычетах и понизить кратность ис­
ходных интегралов на единицу, не производя при 
этом интегрирование по временнбй частоте. Это 
позволяет затем получить без затруднений реше­
ние для источника с произвольной временнбй за­
висимостью. Ошибка в работе [6] как раз связана 
с тем, что сначала было произведено интегриро­
вание по временнбй частоте без учета особеннос­
тей спектральной функции источника, которая 
предполагалась произвольной.

Кроме того, в настоящей работе найден про­
стой способ вычисления статической матрицы 
Грина, который в дальнейшем существенно упро­
щает получение главного члена асимптотики ис­
комого решения с помощью метода стационар­
ной фазы в случае невырожденной стационарной 
точки.
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The Field of a Point Source in an Elastic Homogeneous Anisotropic Medium
A. V. Bakulin and L. G. Tyurikov

A new method is applied to obtain the Green’s tensor for a point source in a general anisotropic elastic homo­
geneous unbounded medium in the form of an integral over the surface of a unit sphere. This representation can 
be used to obtain, in the time domain, simple expressions for the displacement field generated by a localized 
source with an arbitrary time dependence. The static term of the Green’s tensor is transformed into an easily 
calculable form. A high-frequency asymptotic expression is derived for the Green’s tensor.
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