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Проблема излучения звука плоско-слоистыми упругими структурами, колеблющимися под действи­
ем регулярных и случайных сил, в том числе сил, характеризуемых фрактальными свойствами, рас­
сматривается теоретически. Применение сформулированной ранее автором теоремы взаимности 
позволяет свести решение краевой задачи к вычислению квадратур. Звуковой поле в дальней зоне 
определяется произведением пространственного спектра (фурье-преобразованием) внешних сил и 
коэффициента прохождения звука структуры. Значение последнего во многих случаях известно 
или его можно написать немедленно, пользуясь готовыми результатами известной теории звуко- 
прозрачности слоистых структур. При действии на плоскослоистую структуру сосредоточенной 
(точечной) гармонической силы угловая зависимость поля излучения с точностью до коэффициен­
та совпадает с угловой зависимостью коэффициента звукопрозрачносги структуры. Это указывает 
на возможности измерения коэффициента звукопрозрачносги структуры на основе анализа ее поля 
излучения. Показано, что фрактальная размерность средней интенсивности флуктуаций в поле из­
лучения плоско-слоистой упругой структуры, колеблющейся под действием случайных, статистиче­
ски однородных фрактальных сил, совпадает с фрактальной размерностью сил. Это открывает воз­
можности изучения фрактальных характеристик сил путем фрактального анализа акустического 
поля излучения структуры. В этой связи отмечается, что спектр сингулярностей акустического поля, 
излучаемого стенкой, обтекаемой турбулентным потоком жидкости или газа, будет совпадать со 
спектром сингулярностей мультифрактальной структуры турбулентного потока, обусловленной 
явлением перемежаемости в потоке.

Проблема борьбы с шумом часто связана с не­
обходимостью теоретического анализа излуче­
ния звука упругими структурами, совершающими 
колебания под действием регулярных или слу­
чайных, сосредоточенных или распределенных 
внешних сил. Многие реальные конструкции, из­
лучающие шум, предлагаемые или используемые 
для защиты от шума, представляют собой не­
однородные слоистые упругие структуры [1]. Не 
случайно, по-прежнему, публикуется немало ра­
бот с результатами теоретических исследований 
излучения звука упругими конструкциями -  
слоистыми структурами, пластинами и обо­
лочками.

Цель этой статьи, во-первых, обратить внима­
ние на то, что применение предлагаемого авто­
ром метода решения краевых задач излучения 
звука упругими телами упрощает процедуру ре­
шения и позволяет представить это решение, осо­
бенно в случае плоско-слоистых структур, в весь­
ма простой, “прозрачной” форме для анализа и 
расчетов. Открываются возможности распрост­
ранить уже “готовые результаты” решений задач 
рассеяния звука структурами и анализа этих 
решений на случай излучения звука этими струк­
турами. Во-вторых, рассмотреть особенности

влияния фрактальных свойств внешних сил, дей­
ствующих на упругую конструкцию, на характе­
ристики поля излучения.

В работах [2, 3] было показано, что, пользуясь 
сформулированной автором теоремой взаимнос­
ти, решение краевой задачи излучения звука уп­
ругой конструкцией можно свести немедленно к 
квадратурам, если уже известно решение задачи о 
дифракции звука. Поскольку в большинстве слу­
чаев интерес представляет поле излучения в даль­
ней зоне, то достаточно знать решение задачи о 
рассеянии плоской звуковой волны. Это решение 
часто оказывается уже известным и расчет поля 
излучения в этом случае сводится непосредствен­
но к  вычислению квадратур.

Фрактал -  математическое понятие, дающее 
новый единый подход к  описанию геометричес­
ких свойств, физических процессов, структур и 
сигналов. Фрактальные свойства могут быть при­
сущи внешним динамическим силам, действую­
щим на конструкцию. Это имеет место всякий 
раз, когда проявление этих сил связано, напри­
мер, с динамическим хаосом, будь то турбулент­
ное течение, кавитационные процессы в жидкос­
ти или силы другого нелинейного динамического 
хаотического происхождения [4, 5].

*
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Рис. 1. Угловая зависимость излучения звука латун­
ной пластиной в воде при действии на нее в ее центре 
сосредоточенной гармонической силы.

Недавно авторами работы [6] была установле­
на мультифрактальная структура крупномас­
штабной перемежаемости пристеночных пульса­
ций давления при турбулентном течении жид­
кости в трубе. Излучение звука упругими 
структурами, на которые действуют фракталь­
ные силы, насколько нам известно, в литературе 
не обсуждалось.

Итак, рассмотрим излучение звука плоско­
слоистой упругой структурой -  пластиной, упру­
гим слоем или совокупностью слоев в жидкости 
или воздухе -  колеблющейся под действием 
внешних сил. Предположим, что на одну из ее по­
верхностей (обозначим S), совпадающую с коор­
динатной плоскостью хОу, действуют гармониче­
ские силы F(x, у). Временнбй фактор ехр(-/сог) 
здесь и всюду ниже, как обычно, опускаем.

Звуковое давление р(х, у, z) в поле излучения 
можно определить, пользуясь соотношением вза­
имности [2,-3]:

p ( r )  =  r ) p ^ d s ^ -  о .)
s

Здесь /?0(г,, г) -  поле давления точечного источни­
ка звука, расположенного в точке г(ху у, z), где не­
обходимо определить поле излучения, и п  -  нор­
маль к поверхности S.

Если точка наблюдения находится в дальней 
зоне, выражение (1) принимает вид:

р(х, у, z) =

(2)
х ку) exp[ -  ikxx } -  iky.y1 ]F(xl, y x)dxldyl,

s

где'/? -  расстояние от точки наблюдения г(х, у, z) 
до начала координат, R = (jc2 + у2 + г2)1'2, кХУ ку, kz(k] +

+  ку + к \  = к2) -  компоненты волнового вектора к ,  

к = со/с, с -  скорость звука в жидкости и В(кХУ ку) -  
коэффициент прохождения звука плоско-слоис­
той упругой структуры.

Рассмотрим простейший случай действия 
внешней регулярной сосредоточенной силы

F(x, у) = F08(x, , У!) (3)
на плоско-слоистую структуру, которой служит 
тонкая упругая безграничная пластина.

Из выражений (2) и (3) получаем в точке на­
блюдения

p{r) = ikcosQ?xpj £ ^ BF0, (4)

где

В = 2pcZiCos0 -  pcZcosG 
(ZjCosG + pc)(Zcos0 + 2pc)’ (5)

Z  =  -/com , i - ^ s i n e
4n

( 6)

-  импеданс пластины для изгибных колебаний,

Z , = 2 Е,

соЛ 1

2-,
1 - ~ s in 0 (7)

-  импеданс пластины для поперечных колебаний 
сжания [7], 0 -  угол наблюдения, т.е. угол между 
осью z и направлением в точку наблюдения, 
р -  плотность жидкости, рр, 2h, £ ,,  с 1, тр -  соот­
ветственно, плотность, толщина, модуль Юнга, 
коэффициент Пуассона пластины и масса на едини­
цу ее площади. сх = (JEJрр)1/2 и cf = Vco (m/mp)I/4 -  со­
ответственно, скорость продольных и изгибных

2колебаний в пластине, т = - Е {Н2 -  цилиндричес­

кая жесткость пластины.
Из выражений (4)—(7) можно видеть, что поле 

излучения пластины, на которую действует со­
средоточенная гармоническая сила, представляет 
собой как бы модифицированное поле диполя с 
максимумами излучения в направлениях углов 
наблюдения 0lt 2, для которых выполняются усло­
вия:

sin0, = —, sin02 = —. 
Cj с f (8)

Выражения (8) представляют собой так называе­
мые условия пространственного резонанса или 
условия совпадения и определяют углы звуко- 
прозрачности пластины [7]. Выводы, вытекаю-
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щие из (4)-(8), подтверждаются эксперимен­
тально [8].

В качестве иллюстрации на рис. 1 показана 
угловая зависимость излучения звука латунной 
пластиной, размерами 60 х 60 мм2 и толщиной 
1 мм в воде [8]. В центре пластины был укреплен 
возбудитель гармонических колебаний с час­
тотой/ =  0.53 МГц из титаната бария размерами 
2 x 2 x 3  мм3, игравший роль сосредоточенной 
внешней силы. На рис. 1 можно видеть максиму­
мы излучения при углах 0, = 23° и 02 =* 75°. На­
правления этих максимумов удовлетворяют усло­
виям [8].

С увеличением частоты колебаний пластина 
начинает вести себя как упругий слой, в котором 
могут существовать симметричные и антисимме­
тричные моды -  нормальные волны. Для упруго­
го слоя характерно существование углов про­
зрачности, удовлетворяющих условиям:

sin0„

где сп -  скорость нормальной волны в слое. На 
рис. 2 показана угловая зависимость излучения 
звука в воде алюминиевой пластиной -  диском ди­
аметром 60 мм и толщиной 7 мм, возбуждавшейся 
так же как в выше приведенном случае с тонкой 
пластиной. Теоретические кривые, полученные 
на основании расчета значений скоростей нор­
мальных волн, приведенных в работе [9], и харак­
теризующие изменения направлений максимумов 
излучения, обусловленных нормальными волна­
ми в алюминиевой пластине в зависимости от ее 
толщины и частоты колебаний (параметра fix), 
приведены на рис. 3. Крестиками отмечены экс­
периментально регистрируемые значения углов, 
соответствующих максимумам излучения, а, сле­
довательно, и звукопрозрачности толстой плас­
тины -  упругого слоя.

Представленным выше результатам можно 
дать довольно простую интерпретацию. Выраже­
ние (2), по существу, представляет собой произве­
дение коэффициента звукопрозрачности струк­
туры и фурье-преобразования внешней силы или 
ее пространственного спектра. Можно видеть, 
что упругая структура (пластина) служит как бы 
пространственным фильтром, который имеет 
“окна звукопрозрачности” и отфильтровывает 
пространственные спектры внешней силы.

Обобщение полученных выше результатов на 
случай плоскослоистых двух-, трех- или много­
слойных упругих структур не представляет каких- 
либо трудностей. Теория распространения звука в 
слоях хорошо известна (см., например, [10]). В 
каждом конкретном случае нет необходимости 
решать краевую задачу, а следует использовать 
уже известные выражения для коэффициента 
прохождения звука слоистой структуры и выпол­

Д, дБ

Рис. 2. Угловая зависимость излучения звука алюми­
ниевой пластинкой в воде, колеблющейся под дейст­
вием сосредоточенной гармонической силы.

0, град

Рис. 3. Характеристики изменения направлений мак­
симумов излучения звука толстой алюминиевой плас­
тиной в воде в зависимости от ее толщины и частоты 
колебаний. Сплошные линии -  теория, крестики -  ре­
зультаты эксперимента.

нить конкретные расчеты для заданного распре­
деления внешних сил, пользуясь формулой (2).

Из представленных здесь результатов следует 
также полезный для практики вывод: для опреде­
ления угловых характеристик звукопрозрачности 
(звукоизоляции) слоистой структуры может
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оказаться более удобным измерение угловых ха­
рактеристик излучения структуры, возбуждае­
мой периодической сосредоточенной силой за­
данной частоты нежели прямой метод измерения 
звукопрозрачности.

Рассмотрим теперь особенности излучения 
звука плоско-слоистыми упругими структурами 
под действием распределенных сил. Для общнос­
ти предположим, что силы являются случайны­
ми, статистически однородными и характеризу­
ются фрактальными свойствами.

Напишем выражение для среднего квадрата 
флуктуаций давления в дальнем поле излучения:

и свойственно для фрактала. Множитель

характеризует внешние размеры

< |p(* ,y ,z)|2} =
к 2 с os26
16tcV

X J" J  exp [ -  ik x(x\ - x " ) -  ik y(y ' -  / ' ) ]  x (10)
s ,s2

x { F ( x \ y ' ) F * ( x \ y ”))\B(kx,k yfd x 'd y 'd x ''d y ''.

I I I S I SЗдесь (F(x\ y )F * (x '\  у")) -  функция корреля 
сил, действующих на поверхность упругой струк­
туры. Поскольку силы являются статистически 
однородными, то функция корреляции зависит 
только от разности координат \х -  х"\ и |у  -  у"\. 
Путем замены переменных: х  -  х "  =  х { и у ' - у "  =  у { 
выражение (10) приводится к виду:

2 2

( \р ( х ,У ,z)\*) = к  e x p H M i- < V i)x
n  . (16% s, ( 11)

x F % K (x u y ,) |В ( к „  к )\2d x id y u

где

K (*i.y i) = \xi\°' ' Ь Г  ' ехр[ ~ 1 Т _ ^ г ]  (12)

И

pa Ф.Фз^оУо2 
^0 -  “ DxD:

(13)

Здесь 5 -  площадь упругой структуры (пластины), 
Ф, и Ф2 -  линейные плотности квадрата модуля 
внешних сил в направлении координатных осей, 
х0, у0 и а, Ь у соответственно, внутренние и внеш­
ние фрактальные размеры сил на поверхности 
упругой плоско-слоистой структуры, D { и D 2 -  
фрактальные размерности (D, < 1, D2 < 1).

Из выражения (12) следует, что корреляцион­
ная функция сил характеризуется степенной 
зависимостью (х х) и (у,) при х, < а и у, < Ьу как это

фрактального силового кластера [11]. После под­
становки (12) в (11) и интегрирования получаем 

Дсм. [12]): ■

л  ,  \ | 2 \  & 2 C O S 2 0 S F o

\ \ p ( x , y , z )I ) = ------= - s —  X
167C 2R 2

D y .  D-,

x r ( D ,) r ( D 2)a 'b 2\B(kx, k y) \ *
2  2

(14)
x [ 2 - D l ( D l - l ) k xa + . . .  ]x

2 . 2 2  2  ̂ 1 2, 2.u2x [2- d 2(z>2-1 ) k ; b + ...]/(1 + k ; a )  (1 + k ; b )

Здесь Г ф )  -  гамма-функция.
Если точка наблюдения расположена в плос­

кости хОz, то из (14) следует:

( |p (x ,0 ,z ) |2> = к C° S0QS/ - - r (D l)r (D 2)aD'bD2x

(15)
8 n 2R 2

ж12
(1 + к ха )Z>,

В случае “гладких” (нефрактальных) сил D, = D 2 = 
= 1 и, если радиусы корреляции а = Ь =  т0, имеем

( \ p ( X y 0 y Z ) \  ) N F  =

к 2cos QPo^pS' 

4tcV ( 1 + i 2sin20To)
|B (*sin0)f,

(16)

где F q -  квадрат модуля внешних сил.
Для простейшего случая тонкой пластины, 

когда учитываются только изгибные колебания и 
не принимаются во внимание поперечные коле­
бания сжатия (продольные колебания) пластин­
ки, из (16) следует известное выражение, описы­
вающее средний квадрат флуктуаций звуково] 
давления в поле излучения тонкой пластинки 
(стенки), колеблющейся под действием распред< 
ленных статистически однородных сил [3, 13,14]:

( | p ( x , 0 , z ) | 2>p =

(B2p2cos205Fo5t.2

о
2 |гх2 / - | 2 2 • 2Лч

% R  (1 + к  i:0 sin 0)

1 (17)

„ 2 2 , 2  
2(0 р р h 1 - gsrne)

/
4 p V

Пользуясь соотношениями (15) и (16), можно 
выполнить расчеты средней интенсивносп 
флуктуации в поле излучения плоско-слои
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упругих конструкций под действием распределен­
ных внешних сил, в том числе характеризуемых 
фрактальными свойствами. Для этого необходи­
мо знать коэффициент прохождения плоско-сло­
истой структуры В(кХУ ку). Как уже отмечалось 
выше, теория распространения звука в слоях дает 
многочисленные примеры готовых формул ко­
эффициента прохождения [10].

Из выражений (10)—(15) можно видеть, что в 
дальнем поле среднее значение квадрата флукту­
аций давления (средней интенсивности) фактиче­
ски связано преобразованием Фурье с корреляци­
онной функцией фрактальных внешних сил. 
Вследствие того, что корреляционная функция 
имеет степенной вид, средняя интенсивность так­
же будет иметь степенную зависимость относи­
тельно фрактальной размерности:

<lp|2> -  J ( F ( r ) F * ( r  + р)>exp(-ikp )Jp ,

<F(r)F*(r + p))~|PlD - d
(18)

где d -  размерность пространства вложения и 
(\р\2) ~ k~D. Из этого вытекает важное заключе­
ние: фрактальная размерность средней интенсив­
ности флуктуаций в дальнем поле излучения пло­
ско-слоистой упругой структуры совпадает с 
фрактальной размерностью действующих на 
структуру внешних сил. Это открывает возмож­
ности изучения фрактальных характеристик сил 
путем измерения фрактальных характеристик 
акустического поля. В этой связи, по-видимому, 
можно ожидать, что спектр сингулярности акус­
тического поля, излучаемого стенкой, обтекае­
мой турбулентным потоком, будет совпадать со 
спектром сингулярности мультифрактальной 
структуры турбулентного потока, обусловленной 
явлениями перемежаемости в потоке.

Работа выполнена при частичной поддержке 
РФФИ (грант -  96-02-16626).
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Sound Emission by Plane Layered Elastic Structures
L. M. Lyamshev

Sound emission by plane layered elastic structures driven by regular and random forces, including forces pos­
sessing fractal properties, is considered. With the reciprocity theorem earlier formulated by the author, the 
boundary problem is reduced to integral formulations. The far sound field is determined as the product of the 
angular spectrum (Fourier transform) of external forces and the transmission coefficient of the structure. The 
latter is known for the most part, or it can be immediately obtained from known results of the theory on sound 
propagation in layered media. For a lumped (point) harmonic force acting on a plane layered structure, the an­
gular profile of the excited field follows the angular-dependent pressure-release coefficient, accurate to a con­
stant factor. This similarity indicates the possibility of recovering the sound transparency of structures from 
their radiation fields. It is shown that the fractal dimensionality of average intensity fluctuations in the field, 
excited by a plane-layered elastic structure driven by statistically uniform fractal forces, coincides with the frac­
tal dimensionality of these forces. This fact indicates that the fractal characteristics may be obtained from a frac­
tal analysis of the acoustic field excited by the structure. This, the acoustic field excited by a wall in a turbulent 
stream will have the same singularities as those caused in the multifractal structure by intermittence phenomena 
of a turbulent stream.
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