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Поиску частот собственных стационарных 
колебаний упругой цилиндрической оболочки, пе­
рекрытой жесткими днищами и заполненной акус­
тической средой, посвящено множество работ. 
В число построенных решений входят прибли­
женные [1], сводящиеся к поиску нулей бесконеч­
ного определителя [1-4], либо трансцендентной 
функции [5 ,6 ]. В ряде работ (например, [7]) урав­
нение для частот содержит комплексные корни 
характеристического уравнения оболочки, поиск 
которых трудоемок. Отыскание таких корней не 
требуется в [6 ]; численных результатов работа не 
содержит. Сопоставление формул для частот, по­
лученных применением различных теорий, раз­
личными авторами, ведется в [8]. Соответствие 
теоретических исследований эксперименталь­
ным данным изучалось в [9].

Способ решения задачи, предлагаемый в на­
стоящей работе, позволяет построить частотное 
уравнение осесимметричных колебаний в ком­
пактном виде, удобном для численных экспери­
ментов и построения приближенных формул.

Пусть идеальная сжимаемая жидкость запол­
няет цилиндрический объем  0 < г <  R, - Н  < z < H .  
Акустическое давление в жидкости P(r, z) удовле­
творяет уравнению Гельмгольца

( I
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гЭг Эг:
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+  ^ ) /> ( r ,z )  = 0 , ( 1)

<о -  круговая частота, с -  скорость звука в жидко­
сти. Зависимость процессов от времени предпо­
лагается гармонической. Внеутренняя поверх­
ность плоских стенок -  идеально жесткая:

ЭР(Г. ±Н)  = 0 0 < г < й
dz

(2)

Осевое U(z) и  изгибное W(z) смещения цилинд­
рической оболочки удовлетворяют уравнениям

Сандерса [10]
,2

< L m  + x 2t / (Z) + = о, - H < z < H ,  (3)
dz R dz

Rh d z  d z  D  (4)

- H  < z < H .

Условие безотрывности колебаний на поверхнос­
ти контакта оболочки с  жидкостью имеет вид

Щ г)  =
1 Э P {R ,z )

Pod- dr
Н < z <  Н. (5)

Здесь применены обозначения: X2 =  (1 -  o 2)pft>2/Е, 
а  -  модуль Пуассона, р -  плотность материала 
оболочки, Е  -  модуль Юнга, р4 =  12l(R2h2) -  к4, 
к4 =  рйй^ /Д  D  =  £А3/(12(1 -  о 2)) -  цилиндрическая 
жесткость оболочки, h -  ее  толщина, р0 -  плот­
ность жидкости.

Будем считать, что кромки упругой оболочки  
жестко прикреплены к плоским стенкам резона­
тора:

Щ±Н) = 0, (6)
dW (± H )  _ 

d z  ~  ’
(7)

W(±H) = 0. (8)
Искомыми являются формы колебаний давления 
P(r, z ) и оболочки U(z), W(z). Процедура построе­
ния точного решения задачи опирается на идеи, 
изложенные в [11, 12].

Для симметричных по координате z процессов 
воспользуемся представлением

СО

P { r ,z )  = £ s nJ0($„r)cos(p„z),
п = 0

Щг) =  u 0( z) + а д ,

Щ г) =  w 0(z) +  а д ,
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Рис. 1. Зависимости низших собственных частот от 
радиуса резонатора (сплошные линии), hi И = 0.001. 
Действие приближенных формул показано линиями: 
(13) -  пунктирными, (12) -  штрих-пунктирными 
(часть а), (14)- штрих-пунктирными (часть б). Корот­
кий пунктир отвечает частоте Олм.

алгебраического уравнения

Л « ) =  0, (9)

f ( x )  =  х 6 - х \ 2 +  .х2(4р4 - к 4) - Х 2 ц4,

3 ( 1 - а 2) _  / ( р „) .
Р d2,2  ’ У» 2 - 2'R h рп- Х

Предложенные выражения для полей удовле­
творяют условиям (1)—(4). Коэффициенты sn,n  = 
= 0 , 1, 2 , Bj yj  =  1, 2 ,3 ,  пока не определены.

Соблюдая требование (5). имеем

з„ / ч« ^пУп V
я (!) ы л Ъ п Ю aJ

J  =

v„ =  1, П =  1 ,2 .......  v 0 = 1/ 2 ,

д PotoVoCt,/?)

" y" + D U ( ^ ) '

2 2 2
Подстановка Bj  =  (<xy -  X2) (a y + 2 -  a >+ j )C, где

С -  произвольная константа, позволяет выпол­
нить гранично-контактные условия (6 ), (7) и изба­
виться от чисел а; . Таким образом, отпадает не­
обходимость анализировать перемещение корней 
характеристического уравнения (9) по комплекс­
ной плоскости с изменением частоты.

Наложение последнего условия (8) дает урав­
нение для собственных частот

</„(=> =
BjSinictjZ)

2 р 0ю2й "  s in (a ;# ) ( a 2-  X2)

^ о(г) =
Н у  В j cos (ajz) 

2р0С02 j” , aysin(ay^)’

о  v  P„sin(p„z) ,  /e  

, ( ) = )s

,_s 1 V 1 cos(PnZ) ,
W iU) =  7 ) 2 , — — M bnR )s„.

Здесь Ут(л) -  функция Бесселя порядка т ,  =

=  л/со2/ c 2- p 2n , p n =  q J H , qn = хп, f/,(z), W,(z) -  ча­
стотное решение неоднородной системы (3)—(4), 
U0(z), W0(z) -  общ ее решение соответствующей 
однородной системы, a.j =  - a j+3, j =  1 , 2 , 3 -  корни

= 0 . (10)

Результаты поиска чисел со* (к =  1,2, . . . . )  -  кор­
ней уравнения ( 10), для системы “сталь-вода” 
представлены на рис. 1-3.

В задании границ применимости обсуждаемых 
далее приближенных формул участвуют частоты

I  2  2  2
&mkn = c *lPk+ Jmn/R свободных колебаний иде- 
ального резонатора с  жесткими торцевыми стен­
ками. Здесь куП = 0у 1 ,2 , . . . ,  J J j^ )  = 0, m =  0 для мяг­
кой, т = 1 для жесткой цилиндрической стенки.

Обратимся к случаю R/H <  1 в области со <  .
В отличие от [11,12], у  рассматриваемого резона­
тора нет собственных частот, спадающих к нулю  
при сужении акустического пространства между 
упругими стенками. П о мере уменьшения диамет­
ра резонатора нарастает статистическая жест­
кость оболочки, колебательные процессы упо­
добляются таковым для резонатора с  идеально 
жесткими стенками (рис. За).
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Справедливо соотношение:

и = О 
п

V„

д» (0 = /?-> О
н _

8 Р;
к =  1, 2 , . . .  .

Следовательно, собственная частота мож ет быть 
приближенно найдена из конечного уравнения

.3

А‘ + н -  =  0 -

либо из явной итерационной формулы

( И )

ю* = РцС
1 + т > М

+ *е0)=р*с ^
3- -1 - 1/2

( 12)

Перейдем к случаю средних значений радиуса 
резонатора (R /H >  1) в области со <£ Q00], со ^  £2,10. 
Соотношение

оо

Y v-
„ = оА* п *к

(О = н\

_я

0 8 р:

___ 2 hE pkl x( p kR)
где w* =  — --------------

^  Р0/ 0(Л Л )

Ут(х) -  модифицированная функция Бесселя по­
рядка /л, вновь приводит к уравнению ( 11) либо к 
явной формуле

(С0Я/С7С):

Рис. 2. Зависимости низших собственных частот от 
толщины оболочки (сплошные линии), R/H  = 1. Дей­
ствие соотношений (13), (11) выражено пунктирными 
и штрих-пунктирными линиями соответственно.

со* =  н-^ 1

В  зоне действия формулы (13) собственные про­
цессы имеют выраженный “поверхностный” 
характер (рис. 36). Вдоль образующ ей оболочки  
акустическое давление колеблется с  широким 
размахом, тогда как у оси цилиндра давление низ­
ко и практически не зависит от координаты г.

Следует отметить эффективность уравнения (11) 
как для малых R /H , так и h/Н . Найденные в гра­
ницах рис. 1а частоты из уравнений (10) и ( 11) 
имеют относительное расхождение менее 0 .01 .

Кривые собственных частот для больших R /H  
в области (о £2 п0 (рис. 16) состоят из сменяю­
щих друг друга участков, где со = const и сой =  const. 
Зависимость давления от координаты z  для участ­
ков первого типа (рис. Зв) наблюдается лишь в 
тесной близости к оболочке. Частоты таких ко­
лебаний могут быть найдены по формуле

D l l

Ро Я 5’
(14)

ук (к = 1, 2 , . . . )  -  корни уравнения [11]

Яп
£ q 5 - y 5Л«1™ *

=  0 . (15)

№  3

Рис. 3. Формы колебаний давления на первой собст­
венной частоте для различных значений размера R/H: 
0.3 (а), 3 (б), 300 (в), 500 (г); h/H  = 0.001. Линии 1-5 со­
ответствуют радиальным сечениям z!H = 0, 0.25, 0.5, 
0.75, 1. Пунктирной линией (часть а) выражены фор­
мы для резонатора с жесткими стенками.
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Участки ж е второго типа (со = к -  1 , 2 , . . . )  
соответствуют колебаниям резонатора с  идеаль­
но мягкой цилиндрической стенкой (рис. Зг).

Для антисимметричных по координате z  свобод­
ных колебаний в выражениях для P(r, z), U(z), W(z) 
следует положить v0 = q0 = 0 , v„ = U q n = n(n -  1/2), 
n = 1, 2 , а тригонометрические функции всюду 
заменить на ко-функции. Соотношения (10)—(15) 
сохраняют силу.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова­
ний (95-02-04346).
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