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В асимптотическом приближении вытянутого тела исследованы резонансные состояния вытянутой 
сфероидальной оболочки в сжимаемой среде при возбуждении ее сосредоточенными силами. Вы­
числены комплексные квазичастоты собственных колебаний оболочки в среде. Полученные ре­
зультаты проанализированы и сопоставлены с результатами исследования свободных колебаний 
оболочки в вакууме. Проведенные исследования показали эффективность применения предложен­
ного ранее численно-асимптотического подхода к решению задач взаимодействия замкнутых упру­
гих оболочек со сжимаемой средой.

1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование проблемы излучения звука уп­
ругими оболочками в сжимаемой среде связано с 
решением нестандартной внешней краевой зада­
чи для уравнения Гельмгольца. Ее отличие от 
классических неоднородных задач Дирихле или 
Неймана, отвечающих оболочкам с абсолютно 
мягкой или жесткой поверхностью соответствен­
но, проявляется в том, что краевое условие на по­
верхности задается в виде дифференциального 
оператора с частными производными высокого 
порядка. Это обстоятельство не позволяет разде­
лить переменные (за исключением случаев сфе­
рической и бесконечно длинной цилиндрической 
оболочек).

Если ж е геометрия формы оболочки характе­
ризуется каким-либо малым параметром, то в не­
которых случаях возможна модификация метода 
Фурье на основе асимптотического разделения 
переменных. Такой подход реализован в [1,2], где 
найдены главные члены асимптотик ближнего и 
дальнего полей. Там ж е получены замкнутые 
асимптотические уравнения движения парциаль­
ных гармоник Фурье вектора смещений-напря­
жений оболочки вращения для диапазонов частот 
“тонкого” и “вытянутого” тел вращения.

Уравнения движения для парциальных гармо­
ник Фурье в случае замкнутых оболочек оказа­
лись системами линейных обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений (о. д. у.) с двумя особыми 
точками, отвечающими вершинам оболочки, и с 
двумя сингулярно входящими малыми параметра­
ми. Для корректной постановки и численного ис­
следования сингулярных краевых задач для таких 
систем были использованы результаты, методы и

алгоритмы, предложенные авторами работ [3-6], 
что позволило в работах [7, 8] детально изучить 
случай осесимметричных колебаний вытянутой 
сфероидальной оболочки (в. с. о.). В этих работах 
были проведены расчеты частот и форм свобод­
ных колебаний оболочки в вакууме и диаграмм 
направленности звуковых волн стальной оболоч­
ки в воде, изучено влияние координат нагрузки на 
диаграмму направленности, влияние направления 
сосредоточенной силы на характеристики излу­
чения в ближней и дальней зонах.

Данная работа примыкает к [7,8] и направлена 
на исследование квазирезонансов амплитудно-ча­
стотных характеристик при возбуждении в. с. о. 
сосредоточенными силами. Для сопоставления и 
подтверждения правильности результатов дается 
постановка и проводятся исследования задачи о 
собственных колебаниях оболочки в среде (зада­
ча о комплексных собственных квазичастотах).

2. П О СТА Н О ВКА  ЗА Д А Ч И

Пусть в однородную изотропную сжимаемую  
среду с плотностью р^и скоростью звука су поме­
щена оболочка вращения £)0, поверхность 50 ко­
торой задана в цилиндрической системе коорди­
нат г, ф, z уравнением:

r = d F ( z l D , - l / 2 < z < U 2 .  (1)

З д есь F(± 1/2) = 0, 0  < F(z/l) < 1/2 при -1/2  < z <  И2\ 
F(z/ /) -  достаточно гладкая функция z всюду, кро­
ме вершин оболочки z =  ± //2; d  -  максимальный 
диаметр оболочки. Ч ерез h далее обозначается 
полутолщина (постоянная) стенок оболочки, 8, =  
= 2h /d  <  1; оболочка изотропная, рр -  плотность 
материала оболочки, Е -  модуль Юнга, v  -  коэф-
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фициент Пуассона, ср = j E / p p -  скорость продоль- 
ных волн в стержне из материала оболочки. Рассма­
тривается случай вытянутого тела: E = d / K  1.

Пусть на оболочку действует периодически за­
висящая от времени поверхностная нагрузка; 
множитель временной зависимости ехр(-/ом) 
всюду далее опущен.

Неклассическая внешняя краевая задача для 
уравнения Гельмгольца имеет вид:

вне тела справедливо уравнение

(Д + ф р ( г )  = 0, г е  1 3\D 0; (2)

параметру е) представления для этих потенциа­
лов, полученные в [10]. С учетом (36) это  позво­
ляет получить приближенные выражения для 
неизвестных плотностей и для давления на по­
верхности S0. В частности, в разложении

+  оо

P ( r \  = X  ехр(//иф)р(т,(г) |5о
т  =  - «о

будет

Р {т\ г )k  = pf c f a>Wlm\ z ) H m( b ( z ) ) / H ' m( b ( z ) ) .  (5)

на 50 заданы условия:

3 -2

X  ( r N‘J+ L‘j)uJ = кРи>+ + 5*Р)>
у=1

i = 1 ,2 ,3 ,

^p(r) = pf <n2W (r), re S0;

(За)

(36)

на бесконечности имеем

Р (г , =  Ф(е , Ф ) 5 ®  + 0 ( 1 / * г), (4)

R — *■

равномерно по 0, <р. Здесь (2) описывает излучае­
мое оболочкой звуковое поле в сжимаемой среде, 
Д -  оператор Лапласа, kf  = со/су; (За) -  уравнения 
движения оболочки, где Njt Lу -  дифференциаль­
ные операторы с частными производными, задан­
ные на поверхности S0 (см. [9]), и, и и2 -  тангенци­
альные компоненты вектора смещений, м3 = W -
прогиб, Р = (2/гррСр)_1, кр = со/cp, f -  компоненты  

поверхностной нагрузки, 8у -  символ Кронекера 
(давление р ( г ) |5 в (За) играет роль вынуждаю­

щей поверхностной нагрузки, действующей по 
нормали к поверхности); (36) -  кинематическое 
краевое условие, где д/дп -  производная по направ­
лению внешней нормали к поверхности 50; (4) -  
условие излучения Зоммерфельда, где R, 0, ср -  сфе­
рические координаты, Ф(0, ср) -  характеристика на­
правленности излучения оболочкой звуковых волн 
в дальней зоне.

3. О СН О ВН Ы Е АН АЛИ ТИ ЧЕСКИ Е
ФОРМУЛЫ

Здесь и далее безразмерная переменная z l l  снова 
обозначена через z, b(z) =  dkjF(z), Нт -  функция 
Ханкеля 1-го рода. Формула (5) позволяет исклю­
чить из (За) звуковое давление и получить при 
каждом фиксированном т для парциальных вели­
чин и<я) замкнутые системы линейных о. д. у.

#

Отметим, что для определения парциальных 
смещений оболочки можно использовать различ­
ные разложения смещений в виде рядов по систе­
мам тригонометрических или сферических функ­
ций [11-13]. Тогда коэффициенты разложения 
находятся приближенно из бесконечных систем 
алгебраических уравнений, причем погрешность 
вычислений увеличивается при уменьшении па­
раметра е. В настоящей работе эти трудности 
преодолеваются при помощи прямых методов ре­
шения системы о. д. у. с учетом специально най­
денных в [7] купольных краевых условий.

Использование асимптотик плотностей по­
верхностных потенциалов приводит к следую­
щим выражениям для парциальных характерис­
тик направленности излучения:

1/2

Ф<т>(0) = <Dp/ c/ / Г exp(-tfe/ /zco s0 ) х

1П - m H 'J b ) [F (z )J m(,b) + iJ ’J b ) ]

х  W<m>(z )F (z ) { [A (z )  +  e F (z ) c o s 0 ]J m(b sin 0) + (6)

+ iJ'm(b s in O )s in 6 }d z9

где Jm функция Бесселя, W*m)(z) = u(3m) (z ).

3.2. В случае осесимметричных колебаний 
оболочки (т = 0) для вектора смещений-напря­
жений получаем систему шести комплексных ли­
нейных о. д. у.:

3.1. Решение задачи (2)—(4) ищется разложения­
ми величин ру Ujy Ф(6, ср) в тригонометрические 
ряды Фурье по переменной ср-углу вращения. 
Давление р  представляется в виде суммы потен­
циалов простого и двойного слоев с неизвестны­
ми плотностями, распределенными по поверхнос­
ти 50. Используются асимптотические (по малому

= D (z )V  + f ( z ) y  - 1 / 2  < z < 1 /2 .  (7)
dz

Здесь V = || V], . . . ,  V61|', где знак t означает транспо­

нирование, Vl = 1/\0) -  тангенциальная компонен­
та вектора смещений, V2 = И*0) -  прогиб, V3 =
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= е[ ^ г  -  t 'i0)eF ' / A 2]/A , V4 =  F(z)T-°\ V5 = F(z)M°>,

V6 =  F(z)AF0), "F0) и Л*°> -  продольная и перерезыва­
ющая силы, Л/(0) -  изгибающий момент, A(z) =

= J 1 + e2[F '(z) ]2 . М атрицаZ)(z) в (7) представима

в виде D{z) = S (z ) '  R(z)Ь
T (z ) ' -S ' ( z )  

ненулевые элементы:

и имеет следующие

■su(z) =  - v F ' ( z ) /F ( z ) ,  s 12(z) = v 8 F"(z)
e n z )  д 2(г) ’

eF"(z)
*2l(z) =  — S23(Z) = A (z) /E ,  

a  (z)

3.4. Будем рассматривать в. с. о., для которой в 
(1), (7) справедливо

F (z) =  a/ i / 4 - z2, A (z)F (z) = л/1 /4  — (1 - e 2)z2,

- 1 / 2 < z < 1 / 2 .  ( 1 1 )

Как известно, для незамкнутой оболочки с  не­
закрепленными торцами система (7) должна быть 
дополнена краевыми условиями V4(± l/2 )  =  
=  Vs(±l/2) =  V6(± l/2 ) = 0. Для в. с. о . матрица D(z) 
содержит особенности типа полюса первого по­
рядка в граничных точках z =  ±1/2, так что задачи 
становятся сингулярными. Постановка гранич­
ных условий в особы х точках и их перенос в близ­
кие неособы е точки осуществлены для в. с. о. в [7] 
с  использованием результатов [4]. Предельные 
условия имеют вид:

r „ (z )  =  12( е2е)”'(1 - v2)A (z) / F ( z),

t  n (z )
A (z )F (z ) [Г eF '(z) У  _  n 2 

e  L U (z)F (z)J

=  -F '(z ) /[A (z )F (z ) ] ,

% (z) =  e2e [ F' (z) )2/ [  12A(z)F (z)],

tn ( z )  =  ^ z)eF (z ) [n y (z , f l )  +

где П =  /с / ,  =  0>/cp,

1

[A (z)F (z)]
( 8)

y (z, a )  =  z f H0(b(z ,  a ) ) / [ E izpH l(b(z ,  a))], (9)

zp =  cppp, zf -  c/Pf- импеданс окружающей среды. 

Функцию / (z) = ||/i0),.... f T ||'выбираем в виде:

f ? \ z )  =  - F ( z ) A ( z ) 8 ( z - z / )5J. s, j  =  1 ,6 , (10)

где 8(z) есть S-функция Дирака, zf  фиксировано, 
-1 /2  < zf <  1/2. Нагрузка (10) соответствует точеч­
ным силам, равномерно распределенным вдоль па­
раллели оболочки и направленным по нормалям к 
поверхности оболочки в этих точках.

3.3. Для свободных колебаний оболочки в
вакууме имеем у  =  0, /  (z) =  0, и система (7) превра­
щается в гамильтонову систему шести веществен­
ных линейных о. д. у. на отыскание собственных 
значений (с. з.) £1 >  0  и собственных функций (с. ф.) 
дискретного спектра.

Таким образом, в рассматриваемом приближе­
нии влияние сжимаемости среды на колебания 
оболочки характеризуется комплекснозначной 
функцией т(z, £1) (см. формулы (8), (9)).

3  lim V(z) = V ,
z - » T l/ 2 ± 0

и<о°,

lim V,(z)  =  0.
Z —> Tl/2± 0

(12)

Условия (12) для каждой из особы х точек выделя­
ю т трехпараметрические семейства решений сис­
темы (7). Эти условия гладким образом перено­
сятся в близкие неособы е точки. Для устойчивого 
решения полученной краевой задачи без особен­
ностей используются варианты ортогональной 
дифференциальной прогонки. Как показали расче­
ты, трехмерные «подпространства, порожденные в 
окрестностях особы х точек z =  ±1/2 значениями 
решений (7), удовлетворяющих условиям (12), 
сближаются с подпространствами, определяе­
мыми условиями V4(± l/2  т  5) =  V5(± l/2  т  £) =  
= У6(±1/2 т £) = 0 соответственно, где 0 < £ мало 
(эти условия отвечают в. с. о . с отрезанными вер­
шинками), при переносе этих подпространств в 
направлениях от особы х граничных точек с  помо­
щью уравнений дифференциальной прогонки. На 
всех этих вопросах здесь детальнее останавли­
ваться не можем (см. [3-8] и цитированную там 
литературу).

4. З А Д А Ч А  О СОБСТВЕННЫ Х  
КО Л ЕБА Н И ЯХ  О БО Л О ЧКИ  В СРЕДЕ

Для изучения резонансных свойств оболочки  
надо рассмотреть задачу о  собственных осесим­
метричных колебаниях оболочки в сжимаемой 
среде, т.е. задачу на отыскание комплексных с. з. 
и с. ф . дискретного спектра для системы (7) при

л

f ( z )  =  0. При этом резонансные свойства оболоч­
ки могут проявляться при наличии собственных 
колебаний с  малым затуханием, т.е. при наличии 
комплексных с. з. с  малой мнимой частью. Для
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Таблица

е = 0.1 £ = 0.05

п
con Вакуум (у=0) Вода (у ф 0) Вакуум (у= 0) Вода (у ф 0)

0 0 0.0123 + /0.00025 0 0.016 +/0.0001
1 1.338 1.375 + /0.04 0.674 0.6825 + /0.00625
2 2.457 2.52 + /0.08 1.2425 1.258 +/0.014
3 3.547 3.665 + /0.13 1.806 1.8275 + /0.0025

поиска таких с. з. будем рассматривать семейство 
уравнений с  параметром а: 0  < а  < 1,

^  =  £ a(z ,t t )V , - 1 / 2  < z  < 1 /2 ,  (13)
dz

где матрица Ь а отличается от D(z) в (7) только 
одним элементом: вместо (8) имеем

© U )  = х

a a y ( z ,  £2) + 1

[A (z)F(z)T
a (14)

Тогда из (13) будем иметь систему, отвечающую  
свободным колебаниям оболочки в вакууме при 
a  = 0 и квазисобственным колебаниям в среде при 
a  = 1, так что поиск комплексных квазичастот ес­
тественно осуществлять движением по парамет­
ру а  от известных вещественных частот свобод­
ных колебаний оболочки в вакууме.

Расчеты для в. с. о . проводились при значениях 
v = 0.29, с  = Cj/cp =  0.27938, р /р р = 0.128205 (случай 
стальной оболочки в воде), е, = 0 .01 ,6  = 0.1 и е  = 0.05.

Значения собственных комплексных квазича­
стот сол = С1п/ с  приведены в таблице, для сравне­
ния там ж е указаны значения собственных частот 
свободных колебаний оболочки в вакууме (при 
той ж е нормировке). Видно, что комплексные

квазичастоты низших номеров имеют малую  
мнимую часть и близки к соответствующим ве­
щественным частотам свободных колебаний.

5. РЕЗО Н А Н С Ы  АМ ПЛИТУДНО- 
ЧАСТОТНЫ Х ХАРАКТЕРИ СТИ К

Для исследования резонансного излучения 
проведены расчеты задачи о колебаниях о б о ­
лочки под действием сосредоточенных сил: р е­
шалась система (7) при соответствующих гра­
ничных условиях и задании компонент силы в 
виде (10). В качестве точек приложения силы 
брались значения zf  = -0 .3 7 5  и zf  =  0. Вычисля­
лись зависимости сечений рассеяния

я ,4
1(кт ) = | |ф о(0, £(O))|2sin0de (15)

0

и относительных максимумов

М (кф)) =  шах0 £0<я Фо(в, *(0,)| (16)

от безразмерной частоты колебаний £(0) = Q /c  вы­

нуждающей силы, где Фо (9) = 

дается формулой (6).
Zp££i

Фо(0)> а Фо(0)

М(*<°>) /(*«»)

Рис. 1. Амплитудно-частотные и интегральные ха­
рактеристики колебаний оболочки в сжимаемой среде 
(е = 0.1, zj= -0.375; а -  величины (16), б -  величины (15)).

М(к<0)) /(*<°>)

•*< О' *<°>

Рис. 2. То же, что на рис. 1, при Zf= 0.
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Л/(*<0)) 1(кт)

Рис. 3. Амплитудно-частотные и интегральные ха­
рактеристики колебаний оболочки в сжимаемой сре­
де (е = 0.05, Zf= -0.375; а -  величины (16), б -  величи­
ны (15)).

Л/(*(0)) /(*(0))

Рис. 4. То же, что на рис. 3, при 0.

Рис. 5. Диаграммы направленности излучения звука 
оболочкой в сжимаемой среде (е = 0.1, Zf= -0.375;
а - * (0)= 1.375, б-*<0) = 2.515).

Под диаграммой направленности излучения (д. 
н. и.) далее понимаем график |Д0)| как функции 6 
в полярной системе координат, где

/ ( в )  = Ф0(9 )[пшах |Фо(0 )|Г '.OSWS 2ТС
Результаты расчетов величин (15), (16) при­

ведены на рис. 1-4: рис. 1, 2 отвечают значению  
е = 0.1, а рис. 3 ,4  -  значению г  = 0.05, причем гра­
фики а относятся к величинам (16), а графики б -

к величинам (15). На рис. 5 приведены д. н. и. для 
оболочки с параметрами е  =  0.1, Z/ = -0 .375 .

Результаты расчетов на рис. 1-5 согласуются с 
результатами вычислений комплексных с. з., при­
веденными в табл. 1: графики амплитудно-час­
тотных характеристик имеют острые пики в 
районе реальных частей первых комплексных 
квазичастот собственных колебаний оболочки в 
среде, д. н. и. на этих частотах носят направлен­
ный характер. Особенно больш ое увеличение 
мощности излучения наблюдается в районе пер­
вой резонансной частоты при Z/= -0 .3 7 5 . Исклю­
чение составляет случай приложения силы в точ­
ке Zf= 0  на второй частоте, где пики на фиг. 2 ,4  от­
сутствуют. Это связано с тем, что на этой частоте 
прогиб в точке z = 0 практически равен нулю.

6. ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

Проведенные исследования показали эф ф ек­
тивность применения описанного выше числен­
но-асимптотического подхода к решению задач 
взаимодействия упругих оболочек со сжимаемой 
средой. Фактически, асимптотики позволяют све­
сти трехмерную задачу к одномерным краевым 
задачам для систем линейных о. д. у. Эти задачи 
(несмотря на наличие особенностей в граничных 
точках, сингулярную возмущенность по двум ма­
лым параметрам, наличие обобщенных функций 
в правых частях) удалось корректно поставить и 
численно решить с помощью современных теории 
и методов решения сингулярных систем о. д. у. 
При этом полученные решения допускают физи­
ческий анализ процесса, практически совпадаю­
щий с классическим анализом Фурье.

Авторы выражают благодарность В.В. Тютеки- 
ну за внимание к работе и полезные обсуждения ре­
зультатов, а также С.В. Курочкину и А Л . Дышко 
за помощь в графической обработке результатов 
расчетов.
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Resonance Radiation of a Prolate Spheroidal Shell 
under an Axisymmetric Concentrated Excitation
N. B. Konyukhova, B. S. Pariiskii, and V. Yu. Prikhod’ko

Resonance states of a prolate spheroidal shell excited by concentrated forces in a compressible medium are 
studied in the prolate-body approximation. Complex eigenfrequencies of this shell in a medium are calculated 
and compared with the free shell oscillations in vacuum. These studies have proved that the combined numer­
ical-analytical approach proposed earlier for analyzing closed elastic shells in compressible media is efficient.
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