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Рассматривается возбуждение звука гармонически модулированным по интенсивности лазерным из­
лучением в неупорядоченной фрактальной статистически однородной анизотропной среде в волно­
воде. Предполагается, что флуктуации параметров среды (скорости звука) и поля в волноводе малы. 
Рассмотрение ведется в рамках метода малых возмущений. Получено выражение для средней интен­
сивности флуктуаций ноля нормальных волн в волноводе, рассеянных фрактальными кластерами. 
Установлена связь интенсивности флуктуаций поля с характеристиками лазерного излучения, свой­
ствами среды и фрактальной размерностью неоднородностей -  массовых фрактальных кластеров.

В течение последних 15-ти лет в физике ак­
тивно изучаются фрактальные системы. Фракта­
лами являются самоподобные или самоафинные 
иерархически сложные или фрагментированные 
геометрические объекты , чья размерность Хаус- 
дорфа-Безиковича (фрактальная размерность) D, 
как правило, больше их топологической размер­
ности d. Более широкое определение: фрактал -  
это структура, состоящая из частей, которые в 
каком-то смысле подобны целому. Строгого и 
полного определения фракталов пока не сущест­
вует [1]. Многочисленные примеры приложений 
фракталов в физике приведены, в частности, в 
монографиях [2, 3], а фракталов в акустике и вол­
новых процессах, например, в обзорах [4-6] .

Фракталоподобные структуры образуются в 
результате многих физических процессов, напри­
мер, таких, как агрегирование, диффузия, разру­
шение, перколяция, растворение и т.д. М ожно без 
преувеличения сказать, что большинство сред и 
объектов имеют неоднородную структуру и обла­
дают фрактальными свойствами в широком диа­
пазоне масштабов. Почти все материалы, за ис­
ключением монокристаллов, являются в том или 
ином смысле неупорядоченными. При изучении 
физических, физико-химических, механических и 
других свойств материалов и объектов с неупоря­
доченной структурой важно учитывать их фрак­
тальные характеристики. Однако оценка фрак­
тальных характеристик непосредственно часто 
затруднена, а иногда и невозможна. Поэтому 
большое значение имеют дистанционные методы,

’ Заметим, что размерность Хаусдорфа-Безиковича, вообще 
говоря, не всегда совпадает с фрактальной размерностью. 
Однако подробно об этом мы говорить здесь не будем.

в том числе методы, основанные на взаимодейст­
вии акустических волн с фрактальными объекта­
ми или средами. Здесь могут оказаться важными 
лазерные оптикоакустические методы дистанци­
онного зондирования и диагностики. Они откры­
вают возможности исследования фрактальных 
свойств среды в широком диапазоне частот рт 
низких звуковых до гиперзвуковых частот и, соот­
ветственно, в широком интервале масштабов, а 
также в “нетрадиционных” условиях, когда невоз­
можны непосредственные контакты излучателя и 
приемника акустических волн с исследуемой сре­
дой [7].

В этой связи ниже будут рассмотрены особен­
ности лазерной термооптической генерации мо­
нохроматического звука в неупорядоченной слу­
чайно-неоднородной фрактальной среде в волно­
воде. Применение лазерного термооптического 
возбуждения звука в волноводе для изучения 
фрактальных характеристик среды может ока­
заться весьма удобным. Изменяя пространствен­
ное распределение света в пучке, можно добиться 
эффективного возбуждения, например, одной из 
нормальных волн в волноводе и исследовать зату­
хание этой нормальной волны, обусловленное ее 
рассеянием на фракталах среды. Предполагается, 
что неоднородности представляют собой фрак­
тальные кластеры типа массовых фракталов, со­
стоящих из множества агрегированных элемен­
тов. Прообразами фракталов могут быть облака 
газовых пузырьков в жидкости, системы трещин 
в твердой фазе или полимерные цепи молекул. 
Еще одним актуальным примером могут быть 
кластеры, образуемые в растворах фуллеренов. 
Это -  открытая недавно аллотропная модифика-

8 2 1



822 Л. ЛЯМ1НЕВ, М. ЛЯМШЕВ

и

ция углерода, в которой молекулы углерода где 
(фуллерена) имеют специфическую структуру. 
Выполненные недавно исследования указывают 
на то, что молекулы фуллеренов в растворах, 
по-видимому, образую т кластеры, состоящие из 
некоторого количества молекул. Необыкновен­
ные особенности свойств фуллеренов сделали их 
предметом одного из наиболее динамично разви­
вающихся направлений современной науки [8, 9].

Авторы работы [10, 11], по-видимому, были 
одними из первых, кто указал на однозначную 
связь частотной зависимости затухания акустиче­
ских волн в неупорядоченной среде с ее  фракталь­
ной размерностью. Более подробно об этом и чис­
ленные оценки можно найти также в [12]. Откры­
ваются возможности акустических измерений 
фрактальной размерности кластеров в неупоря­
доченной среде и зависимости величины этой раз­
мерности от тех или иных условий. В этой связи 
заметим, что, например, исследуя структуру поли­
меров, из данных по малоугловому рентгеновско­
му рассеянию получают информацию о фракталь­
ной размерности неупорядоченных структур -  се- 
ликатов, заполимеризованных при различных 
условиях. Фрактальные размерности оказывают­
ся разными и зависят от условий полимеризации.
Измеряя фрактальную размерность, можно кон­
тролировать свойства материалов [13].

Итак, пусть имеется прямоугольный волновод 
с гладкими абсолютно отражающими звук стен­
ками и флуктуирующими параметрами среды, на­
пример, скорости звука с. То, что рассматривают­
ся флуктуации скорости звука не является прин­
ципиальным. М ожно было бы говорить и о 
флуктуациях плотности или о флуктуациях обоих 
параметров среды [13]. Предположим, что флук­
туации скорости малы или, другими словами, вы­
полняется условие

8 = —  ^  1 
С

Это дает основание решать краевую задачу ме­
тодом малых возмущений (в борновском при­
ближении).

Пусть лазерный луч, распространяющийся в 
положительном направлении оси z , падает на 
внешнюю верхнюю стенку волновода, располо­
женную при z = 0. Нижняя стенка волновода рас­
положена при z  = Л, где h -  толщина волновода. Здесь 
Предположим, что стенка является прозрачной 
для света, а ее  толщина очень мала. Уравнение, 
описывающее распространение акустических 
волн в волноводе, возбуждаемых лазерным излу­
чением с модулированной по гармоническому за- где 
кону интенсивностью, имеет вид [14].

^  .атсо . ч г , 
Q  = * -77— АцУ(д:)ехр[-цг] ( 2)

л з2 з2

Эл: Э z

На стенках волновода выполняются условия

3Р 
дп

=  0. (3)
z = 0, Л

В выражениях (1)—(3) р -  звуковое давление, 
. сок = ----- волновое число звука, со -  круговая часто-

с
та, а  и Ср, соответственно, коэффициент тепло­
вого расширения и удельная теплоемкость среды 
(жидкости), р -  коэффициент поглощения лазер­
ного излучения (света) в среде, А -  коэффициент 
прохождения света, в дальнейшем А  =  1, J(x) -  
функция, описывающая интенсивность лазерного 
излучения и ее распределение на внешней стенке 
волновода, т -  коэффициент модуляции лазер­
ного излучения, х  и z  -  координаты.

Поскольку е  1, можно написать р  = р 0 + р ,, 
где p Y -  флуктуационная часть звукового поля,

р, <  р0 и  р , = 0 . Для р , имеем уравнение

Д Pi + * 2Pi =  2 i 2£po, 

р0 -  является решением уравнения

Дро + к2 Ро = Q-

(4)

(5)

Решения уравнений (4) и (5) получим, пользуясь ме­
тодом, основанным на принципе взаимности [14].

Рассмотрим сначала уравнение (5). Вне области 
действия источников напишем его решение в виде

P o t * ’ * )  =  X  A +m P m ( x , Z ) ,  Х > 0 , ( 6)
т = 0

P o ( x , Z )  =  ^ А т Р т ( . Х , г ) ,  Х < 0 . (7)
т  = 0

p t ( x , z )  = (2 /h )m c o s [ ~ z \ & x p [ ± i k mxx] ,  (8)

Ар + к (1 - 2 г ) р  = Q, ( 1)
т х

1/2
( 9)

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 43 № 6  1997



Л А ЗЕ РН О Е  ТЕРМ О О П ТИ Ч ЕС К О Е В О ЗБУ Ж Д Е Н И Е  ЗВ У К А 823

Для определения неизвестных амплитуд А* вос­
пользуемся формулой Грина, причем в качестве

вспомогательной функции возьмем р т (х , z)*. Гра­
ница L  области интегрирования S внутри волно­
вода, включающей тепловые источники, состоит 
из жестких стенок волновода и сечений волново­
да, удаленных на некоторое расстояние от облас­
ти действия тепловых источников Q. Таким обра­
зом, можно написать

где

P i(x ,z )  =  с, г), х > 0
м-0

оо
(14)

Р  i(*>z) =  Y j AnPn(x,z), х < 0 .
п = О

Здесь р п (х, z) -  описываются выражениями (8) и 
(9) с той лишь разницей, что индекс т заменен на 
индекс п.

Пользуясь формулой Грина, как и выше, по­
лучаем

Принимая во внимание граничные условия (3) и

ортогональность нормальных волн р„  (х, z ), ин­
теграл по L  легко вычисляется. В результате по­
лучаем

+ / л

А *т =  J J J(x)exp(-I lz )p 'm(x, z)dxdz.  (11)

Для лазерного пучка, например, с гауссовым
2-

вычисляя интегралыпрофилем J(x) = /о ехР 

в (И ), имеем

4 ] .

=
(om\i2a a h 2J0 

[к2 h2 -  (т п )2]Ш С

х  (2 л й )1/2ехр

р
Г , ,2 ,2  2 2. 2-1f ( к  h -  т к  )а \

Г  л2 У

( 12)

И з соображений симметрии ясно, что А т = 

= А+т = Ат.

П оле, рассеянное неоднородностями -  фрак­
тальными кластерами, также представим в виде 
суммы нормальных волн, представляющих собой 
результат рассеяния каждой нормальной волны 
нулевого порядка с  амплитудой Ат.

Перепиш ем уравнение (4) для этого случая 
в виде

А р х+ к 2р х =  2  k2z A mp „ ( x , z ) ,  (13)

* Для определения амплитуд Ат , соответственно, следовало 

бы взять вспомогательную функцию в виде р+т (х, z).

x e x p  [i(kmxT k nx)x]dxdz.

Формулы (11), (14) и (15), по-существу, представ­
ляет собой решение задачи.

Таким образом, рассеянное поле сводится к

набору нормальных волн (14), амплитуды А* ко­
торых, определяются выражениями (15) и (11).

Поскольку нас интересует рассеяние волн слу­
чайными неоднородностями, поле рассеяния 
удобно характеризовать средней интенсивностью  
флуктуаций рассеянных волн. Она будет опреде­
ляться суммой интенсивностей нормальных волн.

Напишем для интенсивности нормальной вол­
ны номера п

4* К
/ 2 и2Kxh

2+1+1 h h

JJJJeUz)e*(x',z,) x
-/-/0 0

x  exp [i(kmx -  knx)(x  -  x')]dxdx'dzdz  .

Здесь черта означает осреднение по статистичес­
кому ансамблю, а кш  вещественны. Други­
ми словами, не рассматриваются неоднородные 
нормальные волны. Их роль вследствие затуха­
ния невелика. На больших расстояниях от рассе­
ивателя неоднородные волны, как и выше, мож­
но не учитывать. Дальнейшие рассуждения также 
достаточно стандартны (см., например, одну из 
первых работ, в которой рассматривалась задача 
о рассеянии волн в волноводе со случайной неод­
нородной средой [15]).

Предположим, что неоднородности в волново­
де статистически однородны, но анизотропны. 
Произведем замену переменных х = х - х \ р  = z - z .

Согласно сказанному выше, г(х ,  z )£* (x \  z') будет
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зависеть только от т и р. Другими словами, для 
функции корреляции неоднородностей можно на­
писать

£(x ,z)£* (x ',z ') = <?2f(T , р), (17)

где о 2 и Д т, р) соответственно средний квадрат и 
нормированная функция корреляции флуктуаций 
неоднородностей среды.

Произведение косинусов можно представить 
в виде

(т п  \  ( п к \  fm n  Л (п п  ' cos^-zjcos^zjcos^z Jcos^-z , =

h cos\ { m  + n)  p +  C O S -h ( m - n ) p

+ cos

+ cos

^(m + n)(p  + 2z)

5 ( m - n ) (  p + 2z)j +

(18)

+ cos|”̂ (mp + np + 2raz)J +cosjj^(mp + np +  2 nz)J +

+ cos|~^(mp - n p  + 2mz)J + cos j ( m p  -  np + 2nz)

Предположим, что радиус корреляции неодно­
родностей мал по сравнению с  размерами волно­
вода L  и h. Тогда интегрирование по т и р можно 
производить в бесконечных пределах. Принимая 
во внимание (18) на основании (17), напишем для 
интенсивности флуктуаций рассеянной нормаль­
ной волны номера п

2 ,  , 4  2
_  |A„1 Lk о

+  0 0+00

2 k 2nxh
J J / ( * .  P) X

Предположим, что /(т , p) -  нормированная 
функция корреляции фрактальной неоднородной 
среды (см. ниже приложение) имеет вид

/ ( т ,р )  =  (T/Xo)D|^ (p /p o )D!' '  X

D , и D 2 -  соответственно фрактальные размерно­
сти, а т0 и р0 -  внешние размеры фрактального 
кластера в направлениях х  и z.

волновые числа в направлении х  для нормальных 
волн номеров т и п , соответственно, полей нуле­
вого (среднего) и первого (флуктуационного) по­
рядков. Интегрирование в (19) распространено на 
бесконечные пределы, как уже отмечалось, 
вследствие предположения о том, что размеры 
фракталов-кластеров малы по сравнению с  раз­
мерами волновода.

Подставляя (20) в (19), после интегрирования 
получаем

+ \Am\2Lk*a2D 2тсГ (Р ,)Г (Р 2)
" Г[(1 + 0 ,) /2 ] Г [ ( 1  +Z)2)/2]fix

< т Ф - Р ^ р» ] > +5- . ) +
(22)

+ F
D  2 1 Г7i ( m - n ) -,2'

1 Г\ *2 2 2 h Ро 1(1  +  § 0 , m - n )  +

тс т 
2 h

-,2-
Ро |80,  +

х  e x p H (* m,-A :„ ) ‘E]j c o s ^ (m  + n )p j ( l  + 50,т+п) +

1 (19)

+  C O S \ { т - п )  р](1 + 6 0,m_„) +  2 c o s^ m p О̂.п +

7Г
+ 2 cos it

j np_5(),m
i

■dpdx.

где 8 -  символ Кроннекера и, как отмечалось вы­
ше, L и h — соответственно, длина и высота вол­
новода.

где Г(х) -  гамма-функция. F(a , b , с) -  вырожден­
ная гипергеометрическая функция и o 2D -  сред­
ний квадрат флуктуаций фракталов-кластеров 
(см. ниже формулу (П. 13)).

Если среда нефрактальна и фрактальная раз­
мерность D  совпадает с размерностью вложения 
d , из формулы (22) следует известное выражение 
работы [15] для интенсивности флуктуаций зву­
кового давления в нормальной волне номера п

А К У С Т И Ч ЕС К И М  Ж У РН А Л  том 43 №  6 1997



Л А З Е Р Н О Е  Т Е Р М О О П Т И Ч Е С К О Е  В О З Б У Ж Д Е Н И Е  З В У К А 8 2 5

для случайно неоднородной анизотропной не­
фрактальной среды (жидкости)

I . 12 . , 2 2,  _  к \Ат\ Lk а

И(йЛ 2 к г н
(*т0)( /ф 0) X

х ехр
/  fa __fa'  Ктх Кпх.

'О ехр п(т  + п ) 2-,

х  (1 +  §o,m + n) +  ехр

2 h PoJ J X 
(23)

(1 + §0,ш-л) +

( TLtW ” ( к п  Л2~
*

+  2 ехр НU poJ- So, +  2 ехр ^0 ,т
•

а 2 =  а 2 , D x =  D 2 =  1.

Рассмотрим случай изотропной нефрактальной 
статистически однородной среды (р0 = т0) и выбе­
рем падающую волну в виде р 0 = A0exp[ikx]. Тогда 
из (23) получаем

/ + =
n Nfr

2 H o | W a 2(H o )2 x

(/с -  *п;с)2т Ь
х  е х р |---------—------ exp

(24)

[■
. Tin 

- I  —  T,
V i
•J •

В случае изотропной фрактальной среды, имеем 
и з (22)

=
S\A0\2n L k2G2D Г (D)

1 + D '
I '." х

(25)

D  1 (к  -  /:
х Я т ; ^ ; -

пд:.
'О

Здесь 2Z) -  размерность неупорядоченной изо­
тропной фрактальной среды: 0 <  2D <  2. Нетруд­
но убедиться в том, что, если D <  1, другими сло­
в а м и - среда нефрактальна, выражение (25) пере­
ходит в выражение (24).

Пользуясь выражениями (11) и (22), можно по­
лучить соответствующие формулы для амплитуд 
нормальных волн среднего поля Ат для заданного 
распределения интенсивности света в лазерном  
пучке и средней интенсивности флуктуаций поля
/*  в каждом конкретном случае и вычислить пол­
ную интенсивность флуктуаций поля в заданном 
направлении в волноводе.

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(гранты №  96-02-16160-а и 95-02-04441-а).
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ПРИЛОЖ ЕНИЕ

Рассмотрим среду, состоящую из статистичес­
ких массовых фракталов. Массовыми фрактала­
ми называют такие объекты , которые состоят из 
множества агрегированных элементов. Эти объ ­
екты часто называют фрактальными кластера­
ми. Их акустическими прообразами могут быть, 
например, облака газовых пузырьков в жидкости, 
системы трещин в твердой фазе или полимерные 
цепи из молекул. З а  элемент кластера принима­
ются простейшее, минимального размера amin, 
включение или полость трещины, представляе­
мые точкой -— - , например, с  единичной массой. 
Вследствие самоподобия средняя масса такого 
объекта, содержащаяся в произвольном шаре ра­
диуса R , изменяется с  R как

m {R )~ R D (П.1)

где D  -  фрактальная размерность (обычно это  
клеточная фрактальная размерность). Соотно­
шение (П.1) справедливо в диапазоне масштабов 
amin < R <  дтах, где ятах -  характерный размер кла­
стера. Если ввести функцию плотности р(г), при­
нимающую значение единицы для г внутри кла­
стера и нуль в другом случае, то  для корреля­
ционной функции можно написать следующее 
выражение

р(г,)р(г2) ~ A r ° - d, (П.2)

где Дг = |г2 -  г , | и d  -  размерность эвклидова прост­
ранства, содержащего кластер или, как принято 
говорить, размерность пространства вложения.

Пространственное преобразование Фурье свя­
зывает корреляционную функцию (П.2) с прост­
ранственной спектральной плотностью флуктуа­
ций (спектром флуктуаций) F(k) соотношением

F (k ) ~  к (П.З)

где к — пространственный волновой вектор, а

(П.З) выполняется в диапазоне я~-п > k > a J**.
Отметим, что понятие “флуктуации” относится к 
случайному полю упругих кластеров среды, пост­
роенному на базе модели фрактального кластера. 
Заметим также, что когда говорят о массовых 
фракталах, то имеют в виду следующий принци­
пиальный момент: массовые фрактальные клас­
теры состоят из элементов, все из которых мень­
ше длины акустической волны, но образую т кла­
стеры-объекты, как правило, с размером больше 
длины волны.

Остановимся далее подробнее на выражении 
для корреляционной функции массовой фрак­
тальной среды (см., например, [16]). Количество 
элементов во фрактальном статистически одно-
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родном и изотропном массовом кластере опреде­
лим выражением

и, соответственно,

D

N ( r ) r_>R =  [ - (П.4)

Здесь а и /?, соответственно, минимальный и мак­
симальный размеры ячейки элемента и фрак­
тального кластера. С  другой стороны, для N(r) 
можно написать выражение

R

N ( r ) r^ R = ^ \ H r ) r 2dr,  (П.5)
О

л
где Ф -  плотность массы кластера, а /  (г) -  корре­
ляционная функция .

Дифференцируя по г  выражения (П.4) и (П.5) 
и приравнивая их, получаем для корреляционной 
функции

т  =
о ф  tfD" 7 r NZ)‘ 3

а ° 4 п
(П.6)

или (см. выражение (П.2) /(г) ~ r° d, a d  = 3 -  раз­
мерность пространства вложения.

Полагая внешний размер кластера ятах = R  и 
атт = а  можно написать одно из следующих мо­
дельных выражений для корреляционной функ­
ции статистически однородной изотропной фрак­
тальной массовой среды

D - з

h ( r )  =  ехр [ ~ ^ ] ’ (ПЛ)

ИЛИ

/ 2(г) =
D - 3

ехр (П.8)

где

2 DOR
c D =

D - 3

О .а  4я

Если положить фрактальную размерность 
D  =  3, как в случае обычной трехмерной эвклидо­
вой среды, то получаем

Л  (г) = с 2е х р [ ~ ] , (П.9)

Иногда выражение (П.4) записывают в виде N(r)r^ R =

= ф( -  J и число “частиц” размера а в кластере интерпре­

тируют как массу, Ф -  как плотность массы, a D -  размер­
ность кластера или фрактальную размерность, которую 
называют размерностью массы [2].

f ' i (r )  = а 2 ехр (П.10)

где

Выражения (П .9) и (П .10) -  корреляционные 
функции, обычно используемые в теории рас­
пространения волн в случайно-неоднородных 
средах [13].

Фрактальная размерность служит количест­
венной характеристикой того, как кластер за­
полняет занимаемое им пространство. Однако 
фрактальная размерность не описывает форму 
кластера. Если заполняемость различна в разных 
направлениях, можно говорить об  анизотропии 
кластера (по крайней мере гипотетически) и ха­
рактеризовать его двумя размерностями. Сущест­
вует эмпирическое правило для фрактальных 
множеств [1]: если множество ср является произве­
дением двух независимых множеств и ср2, то 
фрактальная размерность множества ф равна сум­
ме фрактальных размерностей множеств ф, и ф2. 
В этой связи, для “анизотропного” кластера мож­
но написать нормированную функцию корреля­
ции, соответственно, в виде

(П.11)

х  ехр

или

Л ъ  Р) = h r

х  ехр

(П.12)

для o D имеем

2 D jD 2 Ф,Ф2 D,- 1 d 2 -  1
° d = ъ г ъ ~ х°

а \ а 2

(П.13)

Здесь а, и а2 -  минимальные размеры “ячейки 
кластера; Ф, и Ф2 -  линейная плотность массы; 
D {, D 2 -  фрактальные размерности кластера в на­
правлении осей координат х  и z и т0 и р0 и внешние 
размеры соответственно. В случае изотропных 
неоднородностей-кластеров D , = D 2 и фракталь­
ная размерность равна 2D. Обычно фрактальная 
размерность двумерных массовых фракталов мо­
ж ет быть в пределах 1.6 < 2D < 1.7 [2].
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Laser Thermooptical Excitation of Sound 
in a Fractal-Medium Loaded Waveguide

L. M . Lyamshev and M. L. Lyamshev

The excitation of sound by laser radiation in a waveguide filled with a disordered fractal medium is considered. 
It is assumed that laser radiation is harmonically modulated, the medium is statistically homogeneous and aniso­
tropic, and the.fluctuations of medium parameters (sound velocity) and the waveguide field are small. The per­
turbation method is applied to derive an expression for the average intensity of fluctuations of the normal wave 
field scattered by fractal clusters in the waveguide. A relation of the intensity of field fluctuations with laser ra­
diation parameters, medium properties, and the fractal dimension of inhomogeneities (mass fractal clusters) is 
established.
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